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1 Einleitung

Bei einem Metall mit idealem Kristallgitter erwartet man demperatur-Nullpunkt einen

verschwindenden elektrischen Widerstand, da keine Plenorehr die Periodizitat des
Kristallpotentials stéren und somit die Bewegung der Lriegiselektronen durch das Gitter
dampfen. In einem realen Kristall fhren jedoch die vorleareh Gitterbaufehler, welche
die Periodizitat aufheben, zu einem deutlichen, nichselewindenden Restwiderstand.

Neben anderen Gitterbaufehlern, wie Zwischengitteratootker Korngrenzen, wird die-

ser Restwiderstand von den Versetzungen verursachterenhtstehen z.B. bei Kaltver-
formungen des Werksfis.

Um den Widerstand der Schraubenversetzungen zu beregfetegnman von einer homo-
genen, isotropen Versetzungsverteilung aus. Diese Aneantaubt es, die Berechnung
auf eine einzelne einzuschréanken, wenn man von Wechseimgdn zwischen den Ver-
setzungen absieht.

Im Rahmen der Elastizitatstheorie bewirkt eine Versetzing/erzerrungsfeld, welches
sich in einer statischen Verschiebung der Atomrimpfe gégenihren Ruhelagen im
idealen, versetzungsfreien Gitter ausdrickt.

Die beiden Versetzungstypen — Schraubenversetzung ufeh8usetzung — unterschei-
den sich darin, dal3 das Verzerrungsfeld der Schraubetxengekeine Dilatation des
Kristallgitters bewirkt, die Verzerrung also volumendtlad ist, wahrend bei der Stufen-
versetzung die Dilatation der dominierend@ekt ist [16].

Zur Bestimmung des Widerstands einer Versetzung ordnetilnnain Deformationspo-

tential zu, an dem die Elektronen gestreut werden. DiessuGng bewirkt Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zwischen den Ein-Elektronen-Zud¢#, aus denen sich mit Hilfe
der Transporttheorie der Leitfahigkeitstensor berechaén

SeegeundBross[26] konnten so in der Naherung freier Elektronen den Widerd einer
Stufenversetzung berechnen. Da ihr Deformationspotetigr allein von der Dilatation
abhangig war, konnte damit einer (dilatationslosen) Sdieaversetzung kein Deforma-
tionspotential und somit auch kein Widerstand zugeschnieberden. Andere Versuche,
den Widerstand einer Versetzung zu bestimmen, gingen atina modellmaiigen De-
formationspotentialen aus. Eine Ubersicht solcher Adpeiindet man z.B. béonghol-
Diallo, MrosanundZieschg12].

Die Diplomarbeiten vordaberlen[16] (Stufenversetzungen) urgthindlef25] (Schrau-
benversetzungen), wie auch diese Arbeit, beschreitem @un®Bvendigeren Weg, denn es



wird die Streuung ungestorter Blochelektronen an einenoDedtionspotential betrach-
tet, welches aus den selbstkonsistentfliekéiven Ein-Teilchen-Potentialen unterschied-
lich verzerrter Kristalle bestimmt wurde.

WahrendHéaberlen[16] den Widerstand einer Stufenversetzung aus dkakiven Ein-
Teilchen-Potentialen verschieden dilatierter Kristeechnete und so zu einem skalaren
Deformationspotential kam, zerlegBehindler[25] das Verzerrungsfeld der Schrauben-
versetzung in volumenerhaltende Verzerrungen und gedangeinem tensoriellen De-
formationspotential, mit dem aber die antisymmetrischemidonenten des Verzerrungs-
tensors noch nicht erfal3t werden konnten.

Mit dem vonBrossundHaberlen[10] eingeflhrten ,modifizierten Deformationspotenti-
al“, welches in dieser Arbeit verwendet wird, ist es mdgliaach die antisymmetrischen
Verzerrungsanteile zu bertucksichtigen.

Wie beiH&berlenund Schindlerwird auch in dieser Arbeit die Verzerrung innerhalb ei-
ner Elementarzelle jeweils als konstant angesehen, whaoan die Matrixelemente des
Deformationspotentials als Summe Uber verschieden homegyeerrte Elementarzellen
erhalt.

Somit kann durch die Untersuchung d&reuung von Blochelektronen am Verzerrungs-
feld einer Schraubenversetzung in Kupéar Wert fir den spezifischen elektrischen Wi-
derstand von SchraubenversetzungenibeiO K gewonnen werden.

Experimentell sind solche Werte nur schwer zuganglich,uia ginen aus dem Restwi-
derstand durch sorgfaltige Analyse der Widerstandsandebei Kaltverformung, bzw.
bei der Erholung nach Kaltverformung, der Widerstandshadtr Versetzungen her-
ausprapariert werden muf3, und zum anderen Schrauben- ufeth&irsetzungen i.a. ge-
meinsam auftreten.



1.1 Konventionen

Wie schon im Vorwort erwahnt, wird allen Berechnungen dienperatur 0 K zugrun-
degelegt. Alle internen Berechnungen finden in atomarehedtien @.u.) statt, die End-
ergebnisse werden jedoch in SI-Einheiten angegeben. Bimessen Einheiten sind durch

1
hi=1, €:=2, m. =3

definiert; daraus ergeben sich als Langen- und Energideenhe

2
Langeneinheit= 1Bohr = a; = mh—é = 0529171A
o 1 mée
Energieeinheit= 1Ryd = &, = {2—2 = 136058 eV

Die Typisierung der Variablen geschieht durch folgender&bkweisen :

allg. dreidimensionale Vektorerr, K

Gittervektoren R K
Betrége von Vektoren r:=|r
Einheitsvektoren e
Tensoren 2. Stufe o.p
allg. Matrizen A «a

Fur die Gitterkonstanta von Kupfer stehen zwei Werte zur Diskussion :

6.8312171%.u. = 3.61488A

°
Q
Il

6.67720972a.u. = 3.53339A

°
Q
Il

Der erste Wert ist der experimentell gefundene, der zwetedie Gleichgewichts-
Gitterkonstante, bei der die nach dem MAPW-Verfahren eigbschnitt 4.1) berechnete
Gesamtenergie des Kristalls ihr Minimum annimmt.

In dieser Arbeit wurde mit der Gleichgewichts-Gitterkargea = 6.67720972.u. ge-
rechnet. FUr die Endergebnisse (siehe Abschnitt 5) diidsed\bweichung von der Rea-
litat ohne grol3en Einflul sein.



2 Bestimmung des Versetzungspotentials

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie man aus der El&stistheorie eine Metho-
de ableitet, das inhomogene, nichtperiodische Storpatetdr Schraubenversetzung aus
homogenen, periodischen Potentialen zusammenzusetmtnie man daraus die Uber-
gangswabhrscheinlichkeiten fir die Streuung an der Scleradrsetzung bestimmt.

2.1 Schraubenversetzung

In einem realen Kristall existieren immer auch Gitterbaige Diese gliedern sich in
punktformige Fehler, wie Fremdatome, Fehlstellen und Zhesgitteratome, lineare
Fehler, wie Schrauben- und Stufenversetzungen und zwerdilonale Fehler, wie Sta-
pelfehler und Korngrenzen.

In dieser Arbeit wird ausschliel3lich auf gerade, nichtasftpltene Schraubenversetzun-
gen eingegangen. Entsprechende Untersuchungen fur @usetzungen (in Aluminium)
findet man in der Diplomarbeit vo@. Haberlen16].

Eine Schraubenversetzung kann man in Gedanken daduragergedal man in einen
Kristall mit einem Messer bis zur Mitte hineinscheidet und detrennten Netzebenen
an der Schnittkante um einen Atomabstand gegeneinandahiebt. Aus einer planaren
Netzebene wird dabei die Oberflache einer Spirale — daheXalere ,Schraubenverset-
zung*“ [19]. Das Ende des Einschnitts bezeichnet man alstaragslinie.

" Versetzungslinie

Abbildung 2.1: Skizze einer Schraubenversetzung



Eine Versetzung wird durch ihren Burgersvektor charakteri. Dieser liegt bei einer
Schraubenversetzung parallel zur Versetzungslinie ungdrade die Lange der Verschie-
bung der Netzebenen gegeneinander.

Da der Burgersvektor stets moéglichst kurz ist, aber dockreganzen Ebenenabstand
betragen muf3 [21], hat er in einem kubisch-flachenzergndftistall typischerweise den
Wert 2[110].

Schraubenversetzungen verandern nicht nur die elekérisehifahigkeit, sondern haben
vor allem auch grol3en Einflul3 auf die mechanischen Eigeftechdes Werkstids. lhre
Anzahl gibt man in der Werksftkunde als Versetzungslange pro Volumen an, alggin
Ein geeignetes Mal} fur ihre Haufigkeit ist auch die Zahl des&zungen, die pro Fl&-
chenelement aus der Oberflache des Kristalls heraustreten.

Diese Versetzungsdichten liegen bei realen Kupferprobeischen 10/cm? und
10*/cn? [3, 24]. Im selben Bereich liegen auch die in dieser Arbeitigten Verset-
zungsdichten.

2.2 Elastizitatstheorie

Wie schon im Vorwort erwahnt, wird der Einflu3 der Schrauleesetzung auf die Elek-
tronen Uber die Verschieburg) berechnet, die ein jedes Atom gegeniber dem verset-
zungsfreien Gitter erfahrt. Soweit die Verschiebungennkgend, 143t sich die lineare
Elastizitatstheorie anwenden. Hier ist die entscheid&d®e der Deformationstensor

Js

d=(dyj) := o
J

(2.1)
wobeiSdie Verschiebungist, die der Ortsvekitarfahrt. Dieser Deformationstensor wird
im allgemeinen ortsabhangig sein.

Es ist tblich, den Deformationstensor in einen symmeteschnteil e und einen anti-
symmetrischen Anteip aufzuspalten :

1(ds Js
Verzerrungstensor e 6 = Slom o
j i

2.2

1(0s 05, (2.2)
Verdrehungstensor ¢ o= 5la o
i J_ .

mit g=§+£, und gDiiZO



Seif ein Punkt in der Ndhe voR, so daaP := P — R als klein angesehen werden darf,
dann gilt im Rahmen der linearen Elastizitatstheorie

P = P+ =P+8R) +d-aP

(2.3)
= AP = P'—-R =aP+d-aP=(1+d)-aP.
Falls diese Deformation volumenerhaltend ist, muf demnach
I
det@+d)=1 (2.4)

gelten, was sich bei Vernachlassigung von Termen ab den@gii(d;;*) auch als

I
Spurd) =0 (2.5)
ausdricken laft.

Wahlt man ein zylindrisches Koordinatensysteni(¢) so, dal? die Versetzungligie auf
der Zylinderachse liegt, bewirkt eine Schraubenversetzuit dem Burgersvektdp :=
b - & nachSommerfeld27] folgendes Verschiebungsfeld :

b

Um die Verhaltnisse in einem kubisch-flachenzentriertepfirkristall zu beschreiben,

wéhlen wir ein kartesisches Koordinatensysteqy,(z), das im folgenden als ,kubisch*®
bezeichnet wird, und in dem die Gitterplatze des unvemreritersetzungsfreien Kristalls
1 1
1|, al 0], usw.liegen. (2.7)

bei
0
B=|o|. g
0 0 0

In diesem Koordinatensystem legen wird den Burgersvektbr a

1
5- 8 _
b._2[ 1] (2.8)

0

fest. Die Transformation obiger ZylinderkoordinatenZ ¢) in das kubische Koordina-
tensystemx, y, z) erfolgt mittels

X = (pc05¢+2)/\/§,
y = (pcosp—2)/V2, (2.9)
Z = pSing.
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Fur das Verschiebungsfeld folgt daraus

1
s(P) = —L arctar(ﬁ)- -11. (2.10)
21?2 x+y)'| o
Mit der Gleichung (2.1) ergibt sich als Deformationstensor
9 b +z +z —(X+Yy)
(22 = -z - 2.11
g (6”) 27.[(()( + y)2 + 222) { z OZ +(XS_ y) s ( )

oder zerlegt nach symmetrischen und antisymmetrischeail&nt

b +2Z 0 —2(x+Y)
d = 0 -z +i(x+y) [+
— 21 2 22 2
((x+y)* + 22) —2(X+Y) +3(x+Y) 0
b 0 +Z —2(x+Y)
-z 0 +ix+y) |. (2.12)
o 24 22 2
CEP2 iy -3y o

Im weiteren erweist sich folgende Zerlegung als sinnvoll :

1 1 0 0 0 2
d=ex| -1 -1 0l+es] 0 0 -2 (2.13)
0 0 0 0 0 0
mit = 2:D und = “5(x+Y) b
o= 21((X + Y)? + 222) &z = 21((X + Y)? + 222)

Derartige Vorfaktorene vor einer konstanten Matrix werden hier als ,Verzerrungisst
ken“ bezeichnet. Mit (2.8) gilt auRerden= |b| = a/ V2.

2.3 Darstellung des Deformationspotentials und der
Ubergangswahrscheinlichkeiten

Unter dem VersetzungspotentialV verstehen wir die DOferenz der fiektiven Ein-
Teilchen-Potentiale des gestorten, versetzungsbebaftéistalls und des ungestorten,
versetzungsfreien Kristalls.



In Abschnitt 3 werden zur Losung der Boltzmanngleichung \8ighrscheinlichkeiten
W(n’R’,nE) der Ubergéange bendtigt, die dieses Versetzungspotemtiathen den Zu-
standennk) und [W'K’) der Kristallelektronen bewirkt. Die Ubergangswahrschiein
keiten gewinnt man nachermis Goldener Regelnmittelbar aus den Matrixelementen
(WK'|aV|nky, d.h. im Rahmen zeitabhangiger Storungsrechnung 1. Ogfmirkt das
VersetzungspotentialV als Stéroperator.

Die Einzelheiten dieser Rechnung sind in Abschnitt 4 edéut

Von den|nk)’s genugt es vorerst zu wissen, dal3 es sich um Blochzustamtieh, die
Wellenfunktionen also die Bedingung

v (P+R) = Ry (1R
RETULR) = Ry () (2.14)

erfullen.

Nach Brossund Haberlen[10] kann man das nichtperiodische, aber raumlich langsam
veranderliche Versetzungspotential einer Schraubenversetzung dadurch approximie-
ren, dafl man den Deformationstend( innerhalb der einzelnen Elementarzel@(iR)

als konstant annimmt und das Potential in jeder Zelle dusshaines entsprechend ho-
mogen verzerrten Kristalls ersetzt

AV(P+R) % Vhor(d(R). P+ R) = Vion(d = 0.F+ R) fir r+ReC(R)  (2.15)

Fir einen beliebig homogen verzerrten Kristall &3t sick BatentiaVy,m(d, F) aus ei-
ner selbstkonsistenten MAPW-Rechnung (siehe Abschdijtgewinnen. Da aber durch
die Schraubenversetzung jede Elementarzelle eine andmerwn@(lfé) als ihre Nach-
barzellen erfahrt, benétigt man einen Ausdruck, der dast&tpotential fir beliebige
Deformationen wenigstens ndherungsweise beschreibt.

Die Potenzreihenentwicklung

Vhom(d, ) = Vihor(0,7) + d : ﬂ(r_’) (2.16)

1 Die benachbarten Zellen sind etwa gleich stark verzerrtiagbin guter Naherung die Verhéltnisse

in C(R) einem homogen verzerrten Kristall gleichen.
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des Kristallpotentials (bis zu linearen Termen in der Vietaeg ) mit dem ,modifizier-
ten Deformationspotentia@(?) ist nachBrossund Haberlen[10] eine hierflr geeig-
nete GréRe. Das modifizierte Deformationspoteigf) unterscheidet sich vom nicht-
modifiziertert W(r) mit

Vhom(g, Qf_’) = Vhom(g, F) + Q : W(r)

durch die Orte, bzw.dr, an denen die Potentialgon(d, ) verglichen werden.
Der Operator ,, : “ entspricht der Spur des Produktes beidasdeen :

3
d: W(r) := Spur@ - W() = > dy W;(") (2.17)

ij=1

W(F) wird aus (2.16) durch den Grenzwert ljjgi| — O bestimmtVyom(0, F) ist das ef-
fektive Ein-Teilchen-Potential eines unverzerrten Kukifistalls.

Die bisher gemachten Naherungen und alle weiteren setzansjadal? die auftretenden
Deformationen klein und nur langsam ortsveranderlich.sind

Die Faktorerrxx(li‘) undeXZ(F_\‘) aus (2.13) zeigen jedoch auf der Versetzungslinie eine Sin
gularitat. Auch Abbildung 2.1 1al3t erkennen, dal3 die Veteeg der Elementarzellen im
Versetzungskern der Umgebung der Versetzungslinie,ggefirist. Daey(R) und e(R)
aber nur mlt— abfallen, wobeiR, den Abstand von der Versetzungslinie bezeichnet,
besteht der uberW|egende Teil des EinfluRBbereichs der @ohmaersetzung aus gering
verzerrten Elementarzellen, so dafl3 die gemachten Nahamungbesondere wenn man
den Versetzungkern ausschliel3t (siehe Abschnitt 4.5&)t nu grob sind.

Setzt man diese Naherungen fir die Schraubenversetzungasrglochtheorem fir die
Elektronenzustande voraus, ergibt sich fir das Matrixel@nn’k’|AV|nk) nach Bross
undHaberlen[10]

Q

(K’ d(R) : W() Ink)
§<n'E'|ﬂ(F)|nR>C(§) L d(R) (2.18)
(KW DINKYg) © T d(R) gERIR,

R

(K'|AV|nK)

X

Damit faktorisiert das Matrixelement in zwei Terme, wober drste mit dem modifizier-
ten Deformationspotential/ () die Anderung des Kristallpotentials bei einer beliebigen
Deformation beschreibt, wahrend der zweite eine Summe déeiVerzerrungsfeld der

2 Da das nicht-modifizierte Deformationspotential im wedtemnicht mehr auftritt, wird die Unter-

scheidung fallengelassen und es ist immer das modifiziextertationspotential gemeint.
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Schraubenversetzung darstellt und vollig unabhangig eorekktronischen Struktur des
Kristalls ist. Aus den Gleichungen (2.13),(2.17) und (2.&&alt man

3 1 1 O
(MK|aVINKy = Zexx(ﬁ)édﬁz ~1 -1 0 [nRW;(@)Ink) +
R ij=1 0 0 O ]
' 3 0O 0 2 3
D eRERDI L 0 0 -2 (KIW;(AIK  (2.19)
R ij=1 0 O 0

i]
N

mit q:=k-K
und daraus

(MRIAVINK = (K W (PINKY > 6 (R) €47 +
R

(MRIW,LP)INKY > e(R) €7, (2.20)
R

Mt Wed?) = Waa(P) + Waa(P) = Way(P) — Wao(P)
und  W(r) = 2Wi3(F) — 2Wyg(F) .bb

Es ist zu beachten, dal3 in den Formeln (2.13) bzw. (2.19)alstéandige Deformations-
tensord verarbeitet wurde und nicht nur dessen symmetrischer ¥emgsanteik, wie
es beiSchindler[25] der Fall war.

2.4 Bestimmung des Deformationspotentials

Aus Gleichung (2.20) folgt, daR nicht alle neun Komponermtes TensorsV(F) benétigt
werden, sondern dal3 es genlgt, die Termg(f/und W,,(F) auswerten zu kénnen. Im
Grenzfall lim||d|| — O liefert (2.16) eine Bestimmungsgleichungﬂl(F). Man kann eine
Kombination tetragonaler und rhomboedrischer Verzeremngowie starrer Rotationen
des Kristalls angeben, deren Grenzwerte fur verschwirglgadzerrungsstarkengerade

W,(P) und W,,(F) ergeben.

Es beschreiben
1 0O -2 0
=€/ 0 -2 0| und d,=¢[ 0 1
00

0O 01

d

0
o] (2.21)
1

12



zwei volumenerhaltende, tetragonale Verzerrungen desefknpstalls.

Fur einen Satz kleiner Verzerrungsstarkererden selbstkonsistente Potentiale der ho-
mogen verzerrten Kristalle berechnet. Da sith mit einer Symmetrieoperation id,
Uberfuhren IaRt,

010 010)" %
d, ::[l 0 O)gl[l 0 0] (2.22)
0 01 0 01
010)"
= Vhom(g”, r") = Vhom(gp [ 100 ] . F’) R Abb. 2.2 :
0 01 Tetragonale Verzerrung

eines Wiirfels

genugt es, die selbstkonsistenten Potentiale fur diegtae Verzerrungl, auszuwer-

ten. Mit (2.16) gilt
1 1 00}
| Vhor(d > F) = Vom0, 7)] 0 -2 0]:W()

lim - =
<0 € 0 01
= \7\/11 - 2\7\/22 + \7\/33 und
1 -2 0.0} (2.23)
lim = [Vhom(d - F) = Vaon(@.0)] = | 0 1 0:W()
v € 001
= —2\7\/11 + V~V22 + \7\/33
1 N .
= lim = [Vhon(d ;1) = Vhon(d . D] = Wiz~ Woo.
e—0 3e

0
Betrachtet man noch eine starre Rotation des Kristalls Lem\dhse{ 0 ] so gilt

-1
d, ::‘P[ -

3 zB.ec{0;+2-10%+5-10% (siehe Abschnitt4.3)
Fir die Abbildungen 2.2 und 2.3 wurde= 1072 gewahlt.

0
1
0

o O
o oo

] und  Viom(d ;s ) = Vhom(0,d 1 1) . (2.24)
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Es mul3 daher kein neues selbstkonsistentes Potentialfigyadizehten Kristall berechnet
werden. Aus (2.16) folgt

1 ~ ~
L'LQ, ; [Vhom(g||| :7) = Vhom(0, F)] = Wiz - Wy, (2.25)

was zusammen mit (2.23) geradg\¥) bildet :

.1 1
lim — [Vhom(gl,r") - Vhom(g”,F’)] +lim = [Vhom(gm,r') — Vhom(O, r’)] =
e—0 36 ©—0 )

W11+ Wip — Wy — W,y = W(F) . (2.26)

Setzt man nocly = ¢, so ergibt die rechte Gleichungsseite eine Grol3e

Vile,F) = %[vhom(g., P = Voor(d D] + [Vho(d - F) = Veor@.7)| . (2.27)

deren Ableitung

V
8 xx(Ea r_.’) — Wxx(r) (228)
de e=0

sich aus dem Satz der vorliegenden selbstkonsistententRd¢eserschieden starker Ver-
zerrung dadurch berechnen laf3t, daf? man an jedem festére@rAusgleichspolynom
durch dieVyy(e, F)-Werte legt und dessen Steigung an der Stele0 bestimmit.

FUr W,,() geht man analog vor. Aus den beiden volumenerhaltendemlybedrischen
Verzerrungen

0O 1 1 0 1 -1
d,=€/1 0 -1 und d,=¢f 1 0 1], (2.29)

1 -1 O 1 1 O

zwischen denen wieder eine Symmetrieoperation vermittelt

1 0 O 1 0 0"
d,=[0 1 ofd,|0 1 O (2.30)
0 0

0 -1 0 -1
-1
100 Abb. 2.3
= Vhom(gv’ F) = Vhom(d \YA) 8 g') f M), Rhomboedr. Verzerrung

eines Wiirfels
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0 1
und den beiden starren Rotationen um die Achsén|und| O |,
0 0
O 0 1
d, = ¢| 0 0 O mit Vimd,.?) = Vhem(0.di 1),
-1 0 O
0 0 o0 (2.31)
dy, = ¢/ 0 0 -1| mit Viemdy-" = Vhem(0.d7 D),
0O 1 O
bildet man
Vie(e, 1) = %[Vhom(g IV’F) - Vhom(gv, r,)] + (2.32)
[Viom(@ ;- F) = Vhom(0. F) + Vhom(d - F) = Voom(0. D] . '
wobei wiedery = € gesetzt wurde.
Die Ableitung
V.
NAED] — g (2.33)
€ e=0

wird analog zu W,(F) ausgewertet.

Die hierzu noétigen Satze selbstkonsistenter tetragonaidrrhomboedrischer Kristall-
potentiale wurden nach dem MAPW-Verfahren (siehe AbstHnit) berechnet und mir
dankenswerterweise von Herrn Prof. Dr. H. Bross zur Venfigpgestellt.

Die Zerlegung des Deformationstensors in tetragonale dawnboedrische Verzerrun-
gen und Drehungen bringt den Vorteil mit sich, dal3 die eimaelAnteile relativ ho-
he Symmetrie (tetragonal 16-fach, rnomboedrisch 12-fBckhung 48-fach) behalten,
was den Rechenaufwand zur selbstkonsistenten Bestimneureektiven Ein-Teilchen-
Potentiale drastisch verringert.

Somit ist es moéglich, aus den Potentialen homogen verz&ritstalle die Matrixelemen-
te (Mk'|AV|nk) der Streuung der Blochelektronen am PotentMlder Schraubenverset-
zung zu bestimmen.
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3 Transporttheorie

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man aus der elektirés Struktur und den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten aus Abschnitt 2 den elekteistleitfahigkeitstensor dadurch
bestimmt, daf3 man die Boltzmanngleichung in eine inhomegkneare Integralglei-
chung mit symmetrischem Kern tberfuhrt und auf einem diskre Raster 16st.

3.1 Boltzmanngleichung

Wie Ublich [1, 20] ist der Ausgangspunkt zur Beschreibung Biektronentransports und
damit auch der elektrischen Leitfahigkeit die Boltzmaresdransportgleichung. Die

Anwendbarkeit dieses semiklassischen Zugangs auf eineuaechanisches Streupro-
blem konnte, zumindest fur die Streuung an Gitterveruingaimgen, durch feldtheoreti-

sche Uberlegungen bestatigt werden [23].

Far die Verteilungsfunktioﬁ(E) der Elektronen lautet die Boltzmanngleichung im statio-

naren Fall of of
(_) (_) _o. 3.1)
ot Stolke ot Felder

Der StoRterm gibt in unserem Fall die Anderung der Vertgjifanktion durch die An-
wesenheit der Schraubenversetzung im Gitter an, wahren&eldterm die Anderung
durch ein konstantes, homogenes auRErEeld beschreibt. Es wird dabei die Abwesen-
heit von Magnetfeldern und eine konstante Temperatuifver0 K vorausgesetzt. Damit
ergibt sich der Feldterm zu

of e S N
(E)Fader: - E - grad; f(Kk) . (3.2)

Fur den Stol3term gilt

af 1 > o -, —

) =- KRB FRL - f®)]-

(5t)5toee (27)° f LG T o) (3.3)
1.BZ

WK K) F(R)[L - FR] o,
wobeiW(K', k) die Wahrscheinlichkeit einer Streuung vom Zustamky nachjn’k’) angibt

(die Bandindizes, " wurden weggelassen). Dem Pauliprinzip wird dadurch Reagnu
getragen, daf3 die Streuung nur in unbesetzte Zustandgemfkann.
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Genauer ist:55 W(K’,K) dkdt - die Wahrscheinlichkeit dafur, daB der Zustank in-

nerhalb der Zeit din einen Zustandﬂ?’) der infinitesimalen Zelle 3 umk’ gestreut
wird.

In zeitabh&ngiger Storungstheorie 1. Ordnung [1, 22] érhah fur die elastische Streu-
ung am Versetzungspotential

2oy, 27T ) =, 2 1
W(k, k") = - (NK’1AVINK)| o(E _SE')E (3.4)

mit &, = Energie des Zustandsnl?) .

1/LAq ist die Zahl der Schraubenversetzungen pro EinheitsvatuBie unendliche Gro-
BeL, die Lange der Versetzungslinie (siehe Abschnitt (4.5utiy)d sich mit dem entspre-
chenden Faktor ifn’k’|aV|nk)[2 wegkiirzen.

Man sieht, daR die Ubergangswahrscheinlichkeiten synirmbthwl? undk’ sind, d.h.

W(K, K’) = W(K’, K) . (3.5)

Unter dieser Voraussetzung vereinfacht sich (3.3) zu

of 1 f .
— =- W(K’,K) {f(k) — f(K")}d°K . 3.6
(5t)sme 2 (k”,K) {f(k) - f(k") (3.6)
1.BZ
Damit lautet die Transportgleichung

l SR =, i, 3, _ E ) - o,

PoE f W(K’, k) {f(k) — f(k")}d°K = th grag; f(Kk) . (3.7)

1.BZ

Da das gesuchte Endergebnis dieses Abschnitts der etdldrisitfahigkeitstensow
bzw. der Widerstandstensprist, ist es zulassig, von schwachBrFeldern auszugehen,

und deshalb die Verteilungsfunktidigk) zu linearisieren

ofo

5 ®(K) . (3.8)

f(K) = fo(K) —

Dabei ist fo(R) die Verteilung im feld- und versetzungsfreien Fall, alse Bermivertei-
lung. Insbesondere gilt

oK) _{ 0 falls & 5 o . daT=0K. (3.9)

@(ﬁ) sei linear inE und von der Form

O(K) = E - X(K) . (3.10)
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Macht man von den Beziehungen

(39) = (fo(k) - fo(K))- 6(&; - &) = 0.

- =, f =, - 311
grad; f(K) = g—;(k)graqzaﬁ + O(®) (3.11)
K

Gebrauch, lautet mit (3.4) die Gleichung (3.7)

1 2_7r 1
(213 h LA

f KK’ |AV|nk)[2 (&g — &)
1.B (3.12)

(9f0 afo , e afo
{—(k) O(K) — —(k ) D(K’ )} d*k = 7 9, —KE- graq;& ,

wobei nur lineare Terme i und E mitgenommen, und gemischte, sowie hohere Terme
vernachlassigt wurden.
Fur die Stromdichte kennt man die Beziehung [5]

> 2e 1 o o 3
j= “Geh f f(k) grad: &; d°k, (3.13)
1.BZ
die mit (3.8) die Gestalt
j= o f (k) D(K) graq;& a’k, (3.14)
1.BZ

annimmt, da mit der Fermiverteilun‘g(l?) allein noch kein Nettostrom fliel3t.
Betrachtet man das Ohmsche Gesetz

j=0E bzw. E=p], (3.15)
so ist das weitere Vorgehen Klar :

Man bestimme zu drei linear unabhangigen Vektdipnk=1, 2, 3 die L('jsunchK(E) der
Transportgleichung (3.12), berechne mittels (3.14) diwdrgerufenen Strémg, und
werte nach (3.15) den Leitfahigkeits- bzw. Widerstandsbeaus.

Leider erweist sich die Aufldsung der Transportgleichudid.2) nachl)(l?) in voller All-
gemeinheit mit analytischen Mitteln als unmdéglich; es neiissdaher weitere Annahmen
oder Naherungen gemacht werden.
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3.2 Diskrete Losungsmethode flir die Transportgleichung

Neben der Relaxationszeitnaherung [18] ist das Kohlekégsche Variationsverfahren
[20], welches auch vomdaberlen[16] und Schindler[25] benutzt wurde, die Utbliche
Methode, eine approximative Losung der Transportgleigrnfinden.

Hierzu geht man von einem Reihenansatz fir die Losung

o[ = ) anvn(®) (3.16)

aus, dessen Ansatzfunktione/n,(l?) die passende Symmetrie besitzen missen, um
Teilchenzahl- und Energieerhaltung sicherzustellen.Kaieffizienten werden aus einer
Extremalforderung an den Ausdruck

5 - afo =, =, (9f0
e’ 2 _—
f (R IAVInR) {aaﬁ(k)cb(k) 5,

1.BZ

&) o ')} -
(3.17)

5(&; — &) Rk ok

bestimmt, was physikalisch der Maximierung der zeitlicketropie-Erzeugungsrate auf
Grund der St63e der Elektronen entspricht.

Hier soll jedoch ein anderer Weg beschritten werden, demdem heutigen numerischen
Methoden und der verfigbaren Rechnerleistung ist es nfgglie Transportgleichung
auf einem ausreichend dichten Raster kdPunkten direkt zu l6sen :

Die Transportgleichung wird in eine inhomogene, lineatedralgleichung mit symme-
trischem Kern Ubergefuhrt. Die L('jsunxgl_é) der Integralgleichung erhalt man als Line-
arkombination der Eigenfunktionep,(k) ihres Kerns, wobei sich die Kéiientena,
dieser Linearkombination aus den Projektionen der Eigedianen auf die Inhomogeni-
tat R(Iz) ergeben [11].

Zur Auswertung der Integrale (3.12) und (3.14) Uber die Fédohe wird man sich ei-
nes numerischen Integrationsverfahrens bedienen, iradkiaten Fall der Rechteckregel.
Dies fuhrt zur Nystrémschen Methode [2] fiir die Losung limeginhomogener Integral-
gleichungen. Dabei werden alle Berechnungen auf dem déski®titzstellenrastek;}
des Integrationsverfahrens durchgefuhrt.

Die Integralgleichung geht in eing-dimensionale Vektor-Matrix-Gleichung Gber, wobei
N die Zahl der Stutzstelletk } bezeichnet. Zur Darstellung der L('jsu:ﬂ(jZ) als Line-
arkombination dep,(K) sind die Eigenfunktionen des reellen, symmetrischen Keler
Integralgleichung zu bestimmen. Durch die Diskretisigrtaduziert sich dieses Problem
auf die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren eymemgetrischem x N-Matrix
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—ein Problem, das auch fur grof3e Matrizen zuverlassig umiedinumerisch geldst wer-
den kann.

Nystromfand, dal3 jeder diskret gewonnenen Losung Meatimensionalen Vektorglei-

chung eineindeutig eine kontinuierliche Losung der Iraégieichung zugeordnet werden
kann, wenn man das Integral durch seine numerische Appetikamersetzt. Die Funk-

tionswerte beider Losungen stimmen an den Stitzstellereiibén diesem Sinne ist die
diskret gefundene Lésung numerisch exakt.

Zunachst ist also die Gleichung (3.12) in eine inhomogeneale Integralgleichung mit
symmetrischem Kern tberzufuhren.

In die Transportgleichung (3.12) bzw.

= =, f =, =, f = =
f KK/ aVINKY2 6(8; — &) @(k)op(k)—ﬂ(k')cp(k') K =
o8, o8,
1.BZ o1 (3.18)
—(2n)%eLA = (K) E - grag: &;
o8,

geht alsify/0&; die Ableitung der Fermiverteilung ein, die sich niit= 0 K als

dfo

3.9 —
(39) %

K) = —6(&; — EF) (3.19)

darstellt. Die auftretendefDistributionen reduzieren das dreidimensionale Integpar
die 1. Brillouin-Zone auf ein zweidimensionales Integrbkii die Fermiflache S Die
Volumenelemente® gehen mit

_ dSK) - d&;
 lgrag &y

3 (3.20)

nach Integration Gber & - 6(&E; — Ep) in Flachenelemente Uber, die allerdings \Jon
abhangen. Man erhalt

dsK)  _
lgrag &.| (3.21)
—(2r)%eLAE-grad.&;  fir ke S

f KK’ |aVINR)P{D(K) — D(K'))
S

und sieht, dal’ sich das Netz dePunkte nur iber die Fermiflache zu erstrecken braucht.
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Courantund Hilbert [11] definieren den Prototyp einer inhomogenen, linearégeghal-
gleichung mit symmetrischem Kern als

f(s) = ¢(s) — AfK(s,t)cp(t)dt mit K(s,t) = K(t,s) Vst. (3.22)
Gleichung (3.21) ist somit auf die Form (3.22) zu bringen.

Hierzu schreibt man (3.21) als

S o dsk’)
O(K) - f Kn'k IAVInk>| an 8% f KK’ |aVInk)? <I>(k)| o el
—(2n)%eLAE - grad, &; (3.23)
und fuhrt die Substitutionen
i _ p i\12 dsqz’)
uk) := fl(n K’|AV|nKk)| —Igraq;,S,z,l und (3.24)
S
oK) = oK YUK ein. (3.25)
Dividiert man (3.23) durchy/U(K) erhalt man
2 i 2
() - f KK’ |AVInk)| IR dSk’) _  (2n)%elLA £ grad&; (3.26)

\/W \/W grad. &l \/@

was (3.22) schon ahnelt.

Um (3.26) auszuwerten, kann man das Integral Gber die Féch#ldurch eine zweidi-
mensionale Rechteckregel approximieren. Deren Stiikzsteitz(k} wird fiir alle weite-
ren Berechnungen beibehalten, d.h. der Verlauf deikiontinuierlichen Funktionen wird
nur noch auf diesem diskreten Raster betrachtet. Damiinfaoht sich (3.26) zu

- 'KIAVINKD? -~ ASK; 2
iG-S (KIAVIR)E 5 ) 2SEK) __ (@nFeLy

o JURURK) lgragéy | JUR)

Die Differentiale dSZ) gehen dabei in endliche Flachenelememﬂ_{j) tber.

E-grad&;.  (3.27)

Es wlrde sich auch anbieten, (3.27) als lineares Gleiclaystsmm zur Berechnung der
¥(k) aufzufassen. Dies entspréache der eigentlichen Idee detsddyschen Losungsver-
fahrens [2]. Das Auftreten von Eigenfunktionen zum Eigertwe= 1 in Abschnitt 4.6.3
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fuhrt aber zu Singularitaten der Gleichungssysteme, dieletiFredholmschen Alterna-
tive [11] verstanden und behandelt werden kénnen (siehaidgqiD). Dazu mussen die
Eigenfunktionen des Kerns der Integralgleichung bekaeint s

Daher ist es glinstiger, die Darstellung vi(k) als Linearkombination der Eigenfunktio-
nen des Kerns zu bestimmen, wie im folgenden erlautert wird.

Numeriert man did;-Punkte von 1 bid\ kanmﬁ(l?i) und die rechte Seite von (3.27)
, (2r)%eLAy £

RK) =
Yo

durchN-dimensionale Vektore@ undR ausgedriickt werden, mit

grag; &; (3.28)

g) =: 9" = ¢ und RK)=:R" = R. (3.29)

Die Unterstreichung kennzeichnet hier ausnahmsweisekaikt
Damit laf3t sich (3.27) als Vektorgleichung schreiben

. KK;[aVINK)2  ASK;)

v - Vg =R mit V= —. (3.30)
Judu,) e
Wegen des Terms% ist die MatrixV aber noch nicht symmetrisch.
Mit den Definitionen
oy ASK;)
D) := grad ey
p(K) = §(K) DK) = @(K) {DKE)U(K),
" A S K 3.31
RK) = RK)yDK) = -(2n2elh D(E)E gagey, D
- K D(K;
Vi = 0y 28 L i avinkoe | 260K
D(k;) UK)U(K;)
erhalt man die Gleichung
y - Vy =R (3.32)

mit der reellen, symmetrischéxix N-Matrix V.

22



Fihrt man einN-dimensionales Skalarprodulite b := YN, a(IZ)i)b(l?i) ein, findet man
allgemein fur die Diskretisierung eines Integrals Uberrkemiflache

dSK) . FO = f(k) /D(K)
fKgK) ——~ < FeG mit ) ALSy (3.33)
f rac & GO = gk) yD(K)

Nach Courantund Hilbert [11] 143t sich die Losung einer Integralgleichung vom Typ
(3.22) als Linearkombination der Eigenfunktiongi{s) des Kerns darstellen, wobei die
Reihe Uber die Eigenfunktionen absolut und gleichmaliyaiert.

Die Eigenfunktionen sind als

on® = 40 [ KsDedt  Vs (3.34)
definiert. Im diskreten Fall der Gleichung (3.32) ergibtsic
¢ = Ve mit ¥ = (k). (3.35)

DaV eine reelle, symmetrische Matrix ist, sind ihre Eigenweetl und die Eigenrdu-
me orthogonal. Es ist insbesondere moglich, die Eigenvektbzw. Eigenfunktionen zu
orthonormieren. Man beachte, dafidie reziprokerkEigenwerte der Matri¥/ sind.
Wahrend im Kohler-Enskogschen-Variationsverfahren nas &roximum auf einem
endlich-dimensionalen Ansatzraum bestimmt werden kai#nterbdie{cpn} eine vollstan-
dige Orthonormalbasis deRN.

Setzt man nun die Darstellung vgnn der Orthonormalbasis deﬂ

= Z g (3.36)
in (3.32) ein, erhalt man
1
Zn:an(l—V)fn=B = Ean(l—ﬂ—n)gnzs, (3.37)
und nach Skalarproduktbildung mit einem der orthonorrta'maEigenvektoregm

1
(pnospm = Bo

1
2. an
n

mit @ 8¢ = Onm
m -nom (3.38)

m
R .
/lm_l_.fm

~ IS

= an =

Die Entwicklungsko#izienten ergeben sich als Projektionen der Eigenlc‘jmm@ auf
die InhomogenitaR(k). Mit

oK) = ——— 3 aren() (3.39)

JUK)D(K) ™
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ist der Verlauf der L('jsung)(IZ) auf dem Netzk} bekannt, und es kann mit (3.14) der
zugehorige Strom berechnet werden. Man findet

> 2e 1

I = G Z o(k) grad; &; D(K). (3.40)

Wie am Ende des vorangegangenen Abschnitts erwdhnt, kamsiotaein Dreibein von
E-Vektoren vorgeben und zu jedem VektBg, « = 1,2,3 die Lbsung@K(ﬁ) und den
Strom jx berechnen, woraus sich die neun Komponenten des Leitféitstgnsors be-
stimmen lassen. Nach

p=0ot (3.41)

kann aus dem Leitfahigkeitstengoder Widerstandstensprberechnet werden.

Fur den magnetfeld-freien Fall fordern sowohl die Onsagdess Reziprozitatsbeziehun-
gen [1] als auch die Anschauung die Symmetrie des Leitfaigkund Widerstandsten-
sors.

Es soll noch gezeigt werden, dalR auch das angegebene ¢erfalnrdiesem Ergebnis
kommt.

Dazu fiihrt man eine vektorwertige FunktigXk) geman

S N 1 /U(R) ,
grag:&; =: - @elAm \ o P(K) (3.42)

ein, mit der sich (3.29) und (3.38) als

R=E-P = an:/l/l£1|§~EOfn (3.43)

darstellen.

Mit (3.42) und (3.43) laRt sich (3.40) als

- 2 2
I = Al t = Era L6 E
2 An
- @oiLAg ;ﬂn—l(é'é'fn)fn'ﬁ (3.44)

= 0 =

2 A 3 . o
p() [=I0MY =(0);
(27)° LA Zn =1 5% BN, BD

1 dreidimensionales Skalarprodukg - P(k)
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schreiben. Daraus folgt nach (3.15)

2 Pl . _
. — n ° () o (I)
7= (27)5 hLA Zn: ﬂn_l(fn PP) (¢ o PY), (3.45)

woraus die Symmetrieo; = o unmittelbar hervorgeht.

Man beachte, dal® wegen (3.4@(}2) und deshalb auctr proportional zuA, sind, auch
wenn (3.45) den Anschein erweckt,ware proportional zu A,.

Aus der Nystromschen Methode folgt, dal? diese Darstellimgurf die Approximation
des Integrals durch die Rechteckregel exakt ist.

Experimentell zugénglich [3] sind nur die isotropen Mittelte o, p der Tensoren. Da
sich die Tensoren unter Drehung8re S (3) gemaf}

1
9 gedreht™ S 9 ungedreht’ S (3.46)
transformieren, erhéalt man als Mittelwert tGber alle Dredem

100
ol 0 10

0 01

T
47

1 1
:4_f§ (Q)-o-S(Q) dQ. (3.47)

Diese Integration muf3 aber nicht ausgefihrt werden, daplie &r Tensoren unter den
Drehungen invariant ist. Bildet man von beiden Seiten deicBlng (3.47) die Spur, so
findet man

o= % Spurg) . (3.48)
Fur den mittleren spezifischen Widerstangilt nach (3.41)

;=1 (3.49)
o

Damit ist es moglich, die berechneten Werte mit gemessemergleichen (siehe Ab-
schnitt 5).
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4 Durchfihrung der Berechnungen

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Schritte undrlgigungen dargestellt, die
zur numerischen Auswertung der bisher entwickelten Tleewitig sind.

4.1 MAPW-Verfahren

Aus den bisherigen Ausfiihrungen geht hervor, daf? man, unirdiesportgleichung 16-
sen zu kdnnen, u.a. die Blochzustaﬂmfe des unverzerrten Kristalls und die Gestalt der
Fermiflache, sowie den Energiegradiengééqzalz darauf benotigt. Zur Bestimmung des
Deformationspotentials braucht man, wie in Abschnitt 2e4¢eigt, die &ektiven Ein-
Teilchen-Potentiale fur den unverzerrten und eine Reilerschiedlich stark, rhomboe-
drisch oder tetragonal verzerrter Kristalle.

All das wurde mit dem MAPW-Verfahren naé&ross[4, 6, 9] berechnet, daher sollen hier
dessen wesentliche Punkte erlautert werden.

Ausgangspunkt ist die Uberlegung, daR das Potential, wslem Elektron in einem Kri-
stallgitter verspurt, in der Nahe eines Atomrumpfes etweaisgche Symmetrie aufweist,
mit einer Coulomb-Singularitat am Ort des Kerns. In den B&en, die zwischen den
Atomrumpfen liegen, ist das Potential dagegen nur langsasveyanderlich fur viele
Falle wird es als konstant angenomrhen

In einem Gitter ohne Basis, wie es bei Kupfer der Fall ispiitanan in jeder Elementar-
zelle den sphérischen, atomnahen Bereich | (Innenraum ) atmmfernen Bereich I
(AufRenraum) durch die sog. APW-Kugel, deren Rad®g\y so grol3 gewéhlt wird,
dafR die Kugel gerade noch in die Zelle hineingaft

Fur die Wellenfunktion des Blochzustandg) macht man den Ansatz

V) = D V(K. K)e®Om 1 v (F) . (4.1)
K

Die K-Summe lauft tbefK | (K + K)? < QMAXSQ - (2r/a)?}, wobei der Paramet@MAXSQ
fur das vorliegende Problem auf 15.00 gesetzt whrti¢ahrend die Summe uber die

die sog. Warped-Mtlin-Tin-Approximation

die sog. Mufin-Tin-Approximation

zur tatsachlichen Wahl der APW-Radien siehe Anhang A
zur tatsachlichen Wahl vomaxsq siehe Abschnitt 4.3

AW N P
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ebenen Wellen in der ganzen Elementarzelle gilt, ist demTgp(P) nur im Innenraum
von Null verschieden. Denkt man sich die Summe Uber die eb@redlen geman

oo 2+1
K= 3T (2 + )ity V(R Ji(IKIN) (4.2)
=0 v=1
nach Drehimpulsen entwickelt, so ,sehen“ nur die Anteile wiedrigsten Drehimpul-
se Q...,L das radiale Potential des Innenraums. Der Tgfpi) mul’ daher fir diese
Drehimpulse ihre Anteile im Innenraum durch eine Entwicijunach Radialfunktionen
ersetzen, was durch die Form

L 2+1

w® = ), > +1)i'nlvvlv(r°)-{z AaRs(r)

=0 v=1
= > V(K K) Vi, (K + K)°) jiK + Kr)} (4.3)
K

erreicht wird.Y,, sind die reellwertigen Kugelflachenfunktionem,die zugehdrigen Nor-
mierungsfaktoren (siehe (4.2)) upddie spharischen Besselfunktionen. g sind die
Ldsungen der radialen Berentialgleichung des sphérisch-symmetrischen Innempat
tentials zu geeignet gewahlten Energian; die K-Summe luft iber die Werte aus (4.1).
Damit die Wellenfunktion tberall stetigfiierenzierbar bleibt, mufd auf der APW-Kugel

! 0 ! :
X =0 und o) = 0 VP mit 7= Rapw (4.4)

gelten, was durch entsprechende Nebenbedingungen akdiend v(nlz, K) realisiert
wird. Als AnzahlL der Drehimpulse in (4.3) gentigt in unserem FEalk 3.

Mit den bereits vorhandenen Computerprogrammen war eshigem Ansatz méglich,
die Wellenfunktionen, die Fermienergie, den Energiegnaigin und das selbstkonsistente
Potential fir den unverzerrten Kristall, sowie fur belgbtark tetragonal oder rhomboe-
drisch verzerrte Kristalle zu berechnen.

Durch die Aufteilung der Elementarzellen in zwei Bereiclngilg sich fur das Potential
die Gestalt

Vi)
v = Vi ()

Viad(r) falls |1 < Rapw

3 V(K)ERT falls |11 > Rapw (4.5)
K

Die begrenzte Zahl ebener Wellen in den MAPW-Ansatzfumigio bewirkt, dafl3 eine
endliche Fourierreihe des Aul3enraumpotentials gendggiarwellenfunktionen zu be-
rechnen, d.h. wiirde man die Zahl der Fouriefkaenten des Potentials vergrof3ern, die
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Zahl der ebenen Wellen der Ansatzfunktionen aber beibemaltrden sich die Wellen-
funktionen nicht verandern.

Die endlich Fourierreine des Potentials gentgt zwar, umVddienfunktionen zu be-
stimmen; um den tatsachlichen Verlauf des Au3enraumpatei, (F) wiederzugeben,
brauchte man indes eine sehr viel gro3ere Anzahl von Faoegizienten. Dies liegt
zum einen an der Coulomb-Singularitat des Potentials ine&#elittelpunkt, zum ande-
ren auch daran, daf} das Potential im Innenraum sphéarischsirisch, im Aul3enraum
jedoch beliebig ist, dal3 es also auf der APW-Kugel i.a. gpriDie Fourierreihe des Po-
tentials wird demnach in der Nahe der APW-Kugel ,Ubersclyegifi zeigen, die auch bei
Mitnahme sehr vieler Ka&zienten nicht verschwinden.

Dieser Hfekt wird von der (Warped)-Milin-Tin-Approximation des Potentials verursacht
und konnte durch Beriicksichtigung nicht-spharischer #antdiminiert werden.

Da zur Bestimmung des Deformationspotentials nach (2228 bzw. (2.32)(2.33) der

genaue Potentialverlauf bendtigt wird, ist es unzulassi§die vorliegenden Fourierko-

effizienten zurtickzugreifen, sondern es muf3 das vollstandigeAraumpotential aus der
Ladungsdichte konstruiert werden.

Die selbstkonsistenten Radialpotentiglgy(r) kdnnen tbernommen werden.

4.2 Bestimmung des Aul3enraumpotentials

Die zentrale GroRRe bei der Bestimmung des Potential) ist die Ladungsdichte der
ebenen Wellen im Aul3enraum, die sich als

ppw(f) = po + Z ppw(K) €K (4.6)

K0

darstellt, mitpy als Mittelwert der Ladungsdichte der ebenen Wellen. Die §éeder
K-Vektoren, zu denen es Fourierkbeienten gibt, wird durch die Auswahl der ebenen
Wellen der Ansatzfunktionen bestimmt und beinhaltet inewes) Fall etwa 50 Werte
(siehe Abschnitt 4.3).

Fal3t man alle Beitrage zum Aul3enraumpotentials zusammersjevz.B. vorBrossund
Eder[9] angegeben wurden (siehe Anhang B), erhalt man

V() = 47Tezzp%g|z)e“z,? - 47T92poz %e”z'? +
K0 K#0

pixe [PPw(P)] - (4.7)
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Der erste Term ist das Coulombpotential der ebenen Wellenzdeite Term ergibt das
Potential eines Gitters positiver Punktladungen in einemgensierenden Ladungshin-
tergrund. Durch die sphéarische Symmetrie des Innenraumks$ dieser auf den Aul3en-
raum namlich gerade wie eine Punktladung der StagkeV., mit V; als Volumen der
Elementarzelle.

Mit dem dritten Termu,[p(F)], werden Austausch- und Korrelatioiakte beriicksich-
tigt, da das Vielteilchenproblem der Elektronen des Fep® als &ektives Einteil-
chenproblem behandelt wird. Dies geschieht im Rahmen dedelio Dichtefunktional-
Formalismus nackledinund Lundqvist{17]; die Parameter wurden vddunnarsorund
Lundqvist15] angegeben.

Entsprechend gilt fir den verzerrten Fall

Vi(e.r) = 4né Z IMZ’KE)eiKE'F — A€ poe) Z %ei&-r N

Ke#0 Kf Kez0 €

pxclopw(e, T)] — Er(e) . (4.8)

Der Term- Eg(e) wird durch die Verzerrungsabhéngigkeit der Fermienezgierderlich,
denn fur verschieden stark verzerrte Kristalle erhalt mamden MAPW-Berechnungen
leicht abweichende Fermienergiép(e).

Tatsachlich liegt jedockinKristall mit verschieden stark verzerrten Bereichen vaui- z
schen denen ein Elektronenaustausch stattfindet, bisisi€bll@&chgewicht einstellt. Die
Fermienergie mul3 daher eine globale Grol3e des Kristalis Baies auf ihren absoluten
Wert nicht ankommt, darf man sie zu Null setzen. Dies erteican durch Subtraktion
von Eg(e) in (4.8).

Durch die Endlichkeit der Fourierreihen der Ladungsdidbeeeiten der erste und der
dritte Term keine Schwierigkeiten.

Die ReiheY¢., 2 dX" des zweiten Terms erstreckt sich hingegen tber das ganze re-
ziproke Gitter und konvergiert so langsam, dal3 eine dirdktisummierung Uber eine
groRRe, endliche Zahl voK-Vektoren keinen brauchbaren Naherungswert liefert. ®ies
Reihe wird daher nach dem Ewald-Verfahren [13, 16, 25, 14pawertet. Mit dessen
Hilfe erhalt man

1 ke _ P
KZ;O KZé = é]o KZe err +
(4.9)
Ve > 1 [1—erf(@)] ~- 7
4 % P+R 2V '

Hierbei bewirkt der Parameter, dafl3 beide Reihen, die sich eigentlich Gber das ganze
Gitter erstrecken, schnell konvergieren und deshalb prolds numerisch auszuwerten
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sind.V, ist das Volumen der Elementarzelle und erf die FehlerfiomRti
Somit ist es moglich, aus den gegebenen Fouridfizpenten der Ladungsdichte das voll-
standige Potential im AuRenraum zu konstruieren.

Um die Matrixelement&n’lz’|AV|nI2) der Blochzustande des unverzerrten Kristalls mit
dem Storpotential der Versetzung auswerten zu koénnen, rectd Gleichung (2.20)
die Terme Wy, () und W,,(I) des Deformationspotentials zu bestimmen, die Utber
(2.27) (2.28) bzw. (2.32) (2.33) als Ableitungen vii(e, ) bzw. V,,(e,F) nach der
Verzerrungsstarke definiert sind.

Bei den Deformationed, undd, aus (2.21) handelt es sich um homogene, tetragonale
Verzerrungen des Kristalls, béi,, undd,, aus (2.29) um homogene, rhomboedrische
Verzerrungen und bel , d,, undd,,, aus (2.24) bzw. (2.31) um starre Drehungen des
unverzerrten Kristalls. Gemalfd (2.22) und (2.30) kann j=xene tetragonale bzw. rhom-
boedrische Verzerrung durch eine kubische Symmetrietipeiia die andere tbergefihrt
werden.

Da auch im verzerrten Kristall das Potential innerhalb d®WAKugel als spharisch-
symmetrisch angesehen wird, tritt der sehr erfreulictiekE ein, dald sowohl,y(e, 1), als
auchV,,(e, ) und damit auchW,,(F) und W,,() im Inneren der APW-Kugel verschwin-
den. Es gelten n&dmlich mit

(222) : d, =:T,d, IIl = Vhom(d:F) = Vihom(d, Izlr))

(230) : d, =: T,d,T;' = Vhomdy.F) = Viem(d,,.T5'P)

(2.24) Vhom(d ;;>,7) = Vhom(O, g_”}tﬁ) (4.10)
(2.31) : Viom(dy;»P) = Vhom(0, d;F)

(2.31) Viom(dy>7) = Vhom(0, g_\/lll F.

fr den Innenraum wegen

T3 = 150 = |d7 = [d3f = d3 A =11 vP (4.11)

5 erf(x) = % et
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die Beziehungen

Vhom(d;,7) = Viwadd,.r) = Vhom(d,, Izlr)) = Viad(d,,1)

Vhom(gv, F)) = Vrad(g\/’ I’) = Vhom(_ VA _1_,) = Vrad(g V&) I’)

Vhom(g K r) = Vrad(g n > I’) = Vhom(g ||| _)) = Vrad(Q, I’) (4-12)
Vhom(d ysP) = Viadd,,.1) = Viom(0,dY, i) = Viad(0, 1)

Vhom(g \ViIE r) = Vrad(g Vil N = Vhom(Q’ g_\/lu IT’) = Vrad(g’ r.

Durch die Definitionen (2.27) und (2.32) fuhrt (4.12) dazal3¥(e, ) und Vy,(e, 1) fur
Il < Rapw identisch Null sind, daf also der Innenraum keinen Beittagen Matrixele-
menten(n’l?’lAV|nI2> liefert.

Die weiteren Berechnungen betien daher allein den Auf3enraum.

Fur die ersten drei Summanden aus (4.8) werden folgenderé\blkgen verwandt :

Coulombpotential - Ve(e,P) = 4rn ezz pPW(e e'KE
E#O
Ewaldpotential C Ve(e,P) = —47Te2p0(6)z —eK (4.13)

Ke0 6

V(e F) = Hxc [Ppw(€, F)]

Die Dichteppw(e, 1) erhalt man durch Aufsummieren der Fourierreihe aus (4.6).

Austausch- und )
Korrelationspotential -

Das AuRenraumpotential stellt sich somit als
Vii(e,F) = Vc(e,7) + Ve(e,7) + Vyle, 1) — Er(e) (4.14)

dar.

Dad, undd,, bzw. d,, undd,, jeweils gleich stark sind, sich also nur in der Richtung
der Verzerrung unterscheiden, und da die Drehunigerd, , undd, ,, die Fermi-Energie
nicht verandern, gilt

8F(Q|) = SF(Q ||) 5 8F(g IV) = 8F(g V) >
SF(gm) = SF(Q VI) = 8F(g VII) = 8F(Q) s
wodurch die Fermi-Energien My(e, ) undV,,(e, ) verschwinden.

Das Potential des unverzerrten Kristallg(0, ) h&ngt nicht vore ab und darf daher zur
Bestimmung vorW,, () und W,,(F) ebenfalls entfallen.

(4.15)
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Zusammenfassend erhélt man

Ve, 1) = }[ (Ve@;, 1) + Veld,,N) +Vicld; 1) -

3
(Ve T7') + Ve[, T +Vidd . T'0) | +
(VC(Q’ d_lr_.) + VE(Q’Q_H::-F) +VXC(Q’g_||::-r))’ (416)

Videt) = 2| (Ve@y-N) + Vely.N) +Vieldy-1) -
(Ve . T5'N + Ve, T5') + Vi, T5'0) | +
| (Ve(@.dyin) + VE(Q.dyin) +Vi(0.dyi7) +
(Ve(@.dyyP) + VE@.dyn +Vid0.diy7) |- (4.17)

Die Ableitungen dieser GroRen naehergeben die Term&V(F) und W,,(F), die zur
Berechnung der Matrixelemen@dk’MWnR’) bendtigt werden.

Der grof3te Anteil dieser Ableitungen stammt von den Ewaieipitalen. Der Beitrag der
Coulombpotentiale ist deutlich geringer. Da das Austausal Korrelationsfunktional
nur wenig mit der Dichte variiert, ist sein Beitrag noch kiei.

Wertet man (4.16) und (4.17) flr verschiedene Verzerruagssn aus, kann der Fall ein-
treten, daR der PunRizwar in der unverzerrten Wigner-Seitz-Zall¢R=0) liegt, sich im
verzerrten Gitter jedoch schon in einer benachbarten Belfiadet.

Da aber alle drei Potentialanteile von (4.14) aus Fouiiteeretber das verzerrte, rezipro-
ke Gitter gewonnen werden (siehe (4.13)), haben sie daskterfranslationsverhalten

Vi(e,P) = Vii(e,P+Re) VP YRe, (4.18)

so dafd dadurch keine Probleme entstehen.

4.3 Wahl vonQMAXSQ

Bei der Berechnung der AbleitungéNy,(e, I)/de unddVy,(e, )/ de traten Uberraschende
Schwierigkeiten auf, die zeigten, daR die Wahl @AXxsQ®, bzw. die Auswahl deK-
Vektoren, die in den Ansatz (4.1) eingehen, von grolRer Beeuflr die Bestimmung
des Deformationspotentials ist.

6 Die Bezeichnun@MAXSQ entstammt de@ORTRAN-Programmen, mit denen die MAPW-Rechnun-
gen durchgefihrt wurden.
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Schindler[25] berechnete die Ableitungen mit einem symmetrischeifieBanzenquoti-
enten geman

oV(e, D)
de le=0

~ 2—16 [V(e,7) — V(-¢€,1) ] mit ¢ = 0.01. (4.19)

Fur diese Arbeit wurde stattdessen von selbstkonsistdfiteTeilchen-Potentialen zu
€ € {0;+1;+2;+4} - 102 ausgegangen und als Wert der Ableitui(e, P)/de an der
Steller die Ableitung der Ausgleichsparabel durch die sieben Wéfter) eingesetzt.

In diesem Bereich des-Werte sind die Verzerrungen noch nicht zu grof3, um lineatis
zu werden, andererseits sind die hervorgerufenen Pdtiamdierungen schon so deutlich,
dal keine Stellenausléschung zu beflrchten ist.

Das Verfahren scheiterte jedoch daran, dafl3 der Verlaufieleeis WerteV/(e, ) in jedem
r-Punkt aul3erst unstetig war, so dal3 der Ableitung der Aicdtdparabel keinerlei Aus-
sagekraft beigemessen werden konnte.

Da Schindlernur zwei Potentialee( = +0.01) verglich, muf3te ihm dieses Problem ver-
borgen bleiben.

Als eine mogliche Ursache der Unstetigkeiten kam die Wakl ABW-Radius in Be-

tracht. Bei dem neuen Satz selbstkonsistenter Potentiaiden daher nicht nur die Ver-
zerrungen deutlich kleiner gewahkt € {0;+2;+5;+10;+20} - 10%), sondern Uberdies
der APW-Radius fur alle Verzerrungen konstant gelassehéshnhang A).

V_xx vs. Epsilon
-0.8478 T T

V_xx' ——
-0.8479 1

-0.848 -

-0.8481 -
Abb. 4.1: Verlauf von Vy(e, F) zu

-0.8482 | ..
festem?r und variiertene :

-0.8483
Fir alle Orter’ erhalt man qualitativ

das gleiche, unstetige Verhalten.

-0.8484 -

-0.8485

-0.8486 -

-0.8487

-0.8488 : : : ‘ : ‘
-0.002 -0.0015 -0.001 -0.0005 O  0.0005 0.001 0.0015 0.002

Auch mit diesem neuen Satz selbstkonsistenter PotentaiennGrofRen wie z.B/), (e, 1)
und Vy(e, ) bzw. Vy(€, T) bei festgehaltenemials Funktion vore so unstetig, dal3 die
Ableitungd/de nicht approximiert werden konnte.
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Wie in Abbildung 4.1 zu sehen, gibt es jedoch einen relat®indn Bereich €
[-5-1074 10- 1074]), in welchem der Verlauf stetig ist.

Es zeigt sich, daR genau fir diesen Bereich keine ,Spriingafer Menge deie-
Vektoren eintreten, fir die es Fourierkizienteno pw(Ke) der Ladungsdichte gibt.

Dal} solche ,Springe* eintreten kdnnen erkennt man, wennvoarder Auswahl der
ebenen Wellen im Ansatz (4.1)

R 2\
K e {K|(k+ K)? < QMAXSQ - (E) ) (4.20)

ausgeht und dazu den verzerrten Fall

. 21 \°
Ke € {Kel (K + Ke)? < QMAXSQ - (H) } (4.21)

betrachtet. Dabei kann es passieren, daR sich zwar derrvékito der ,unverzerrten®
Menge (4.20) befindet, der zugehdrige Vekiraber nicht zugleich in der ,verzerrten®
Menge (4.21) liegt — oder umgekehrt.

Dadurch kann sich die Menge der Fourierkienten der Ladungsdichte der ebenen
Wellen andern. Solche ,Unstetigkeiten® bewirken geringeiaghafte Veranderungen im
selbstkonsistenten Potential. Da aber die kleinen Varagsstarken selbst auch nur ge-
ringe Potentialanderungen verursachen, Uberlagern sieh Eftekte, die von gleicher
GréRenordnung sind.

Die ,Spriinge* im Ansatzraum lassen sich vermeiden, wenn diamAuswahl derK-
Vektoren zue = O trifft und diese Wahl, im Gegensatz zu Gleichung (4.21), auch fur
e # 0 beibehalt, d.h. die reziproken Gittervektoren nur nocsspad verzerrtK — K. .

-0.845

-0.846 -

-0.847

-0.848 -

-0.849 -

-0.85 -

-0.851

-0.852

-0.01 -0.0

V_xx vs. Epsilon
T T

V_xx' ——

08-0.006-0.004-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
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Abb. 4.2: Verlauf von Vy(e, ) zu
festem?r und variiertene :

Im Gegensatz zu Abb. 4.1 wurden
Spriinge in der Wahl deK-Vek-
toren ausgeschlossen.

Man erhalt fir den ganzen AulRen-
raum stetiges Verhalten tiber den re-
lativ grofRene-Bereich vont1%.



Die betrachteten GroRer(e, ) bzw. Vy,(e, F) verhalten sich dann fiir Verzerrungen bis
Zue = +£1% (und darUber hinaus ) stetig.

Um Potentiale zu erhalten, aus denen das Deformationsjmitéh(r) berechnet werden
kann, ist daher darauf zu achten, daf3 sich die Zahl der F&ad&zienten der Ladungs-
dichte Gber den ganzenBereich nicht verandert.

Diese Forderung laRt sich auf drei verschiedene Artensieadin :

1. Man wahle der-Bereich klein genug (entspr. Abb. 4.1).
2. Man wahle einen geeigneten, gunstigen WerQMaxsQ.

3. Man behalte die Auswahl dé¢} zu e=0 auch fiire #0 bei
und verzerre lediglich di&-Vektoren (entspr. Abb. 4.2).

Es zeigte sich, daf3 ein unginstig gewah(#sXxsQ dene-Bereich soweit einschrénken
kann, daR Methode 1 zu verwerfen ist.

Die endgultigen Ein-Teilchen-Potential, die in dieser éittverwendet wurden, wurden
nach Methode 3 berechnet.

4.4 Auswertung der Integrale Gber den Aul3enraum

Nach Gleichung (2.18) und (2.20) sind zur Berechnung derdi#trgyswahrscheinlichkei-
ten die Matrixelementé&vk’|W,,(P)Inky und{n'k’|W,,(P)|nk) auszuwerten.

Da, wie gezeigt, sowoW,,() als auchN,,(F) im Innenraum der APW-Kugel verschwin-
den, reduzieren sich die Integrale Giber die Wigner-SegiteANSZ auf Integrale tber den
AulRenraum II.

Nach dem Ansatz (4.1) gilt dogt (") = O, es wirkt daher nur der Anteil der ebenen
Wellen.

Man erhalt

(WKW (F) Ky f W (F) W P) ()

WSz

[ 3 O W) it (4.22)
Il
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@n= = > > vk, KUK K) f KK KK\ (P) P
K’ K I

= >0 Y VK, K=R") »(nk, K) f KKK\ (P) P
K K i

und(n’ﬁ’lwxz(ﬂ|nﬁ) analog.

In der letzten Gleichungszeile wurde von der Tatsache Gehrgemacht, daf3 die In-
tegrale nur vorK — K’ abhéngen, was die Zahl der auszuwertenden Integrale cteutli
verringert.

Da der Integrand punktweise im Ortsraum und nicht als Fowilee gegeben ist, wird im
Gegensatz zu den Arbeiten vbidberlen[16] undSchindler25] das Aufienraumintegral
nichtals |, ... = [\ysz---— J| --- behandelt.

Dieses Verfahren wiirde auf Integrale der Fofjs, €47 d°r und || €47 dr fuhren, die
sich analytisch auswerten lassen [8].

Stattdessen transformiert mgfn ... in Kugelkoordinaten. Das radiale Teilintegral wird
durch eine Spline-Interpolation ausgewertet, das véybtede Integral tiber den Raum-
winkel wird mit Hilfe ausgezeichneter Richtungen approiarh

4.4.1 Symmetrie vonW,, () und W,,()

Zur Anwendung der ausgezeichneten Richtungen ist es erfarid, die Symmetrie des
Integranden zu kennen.

X
Man findet firr = { y }

z
X X —X —X
Wi () far eredl y [l Y I.| =Y || -y
z A A z
Wi(ar) = 4.23
W) fur ar e x|,| x|,| =X [,] =X
z A A z
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und

X —X
sz(f) fur ar e Y| Y
z A
W, (af) = 4.24
(o) N (4.24)
- xz(r)) fur ar e Y I.| Y
A z
Insbesondere sind/y«(F) undW,,() gerade Funktionen ifi d.h. es gilt
Wi(F) = Win(—F) und Wy,(F) = Wi (-1) V. (4.25)
4.4.2 Methode der ausgezeichneten Richtungen
Das Aulenraumintegral in (4.22) l&l3t sich zu
R(Q)
féﬁ‘r’W(F)d3r = fdQ f r2 exp(p - f°r) W(ri°r) dr
1 A4 Rapw
= f dQ F(Q) (4.26)
47rA
RQ)
mit F(Q) := f r2 exp(p- i°r) W(rer) dr
Rapw

umformen.

Dabeiistp = K-k’ +K-K", i°(Q) der Einheitsvektor

in RichtungQ und R(Q) der Abstand vom Mittelpunkt
der Wigner-Seitz-Zelle zum Durchstof3punkt der Rich-
tungfi® mit ihrer Oberflache.

Fur die Symmetrieoperationga}, unter deneW,,(r) bzw. W,,(F) invariant sind, gilt
f dPTW(P) Pr = f Z P W(ar) dr = f wW(r) Z P oy (4.27)
I RR ¢ IRR @

worin IRR den zur Symmetriegruppe der} gehorigen, irreduziblen Keil bezeichnet und
sich die Summeg_,, d ' als symmetrisierte Linearkombination ebener Wellefiaei
sen laft.
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Dem irreduziblen Keil IRR kann ein irreduzibler RaumwinketeichQ,rr zugeordnet
werden. Somit erhalt man aus Gleichung (4.26)

errwm dr = F(Q) dQ
/ /

QIRR

RQ) (4.28)
mit  F(Q) := f W(ﬁOr)[Zé“‘lﬁ'?] r2dr .

Rapw

Da die Inversion in beiden zu betrachtenden Symmetriegnugpieche Abschnitt 4.4.1)
enthalten ist, gilt weiter
RQ)
FIQ) = 2 f W(fCr) [Z cos{a'p- r)] r2dr, (4.29)
Rapw @

wobei}),, aussagt, daf’ nur iber die Symmetrieoperationen summieltdie nicht durch
eine Inversion auseinander hervorgehen.

Sei s die Zahl der Symmetrieoperationen der Gruppe {dgr(einschlie3lich der Inver-
sion), so kann man das Raumwinkelintegral aus (4.28) durch einéch®te Summe
UberN Stitzstellerf); € Qrr approximieren und erhalt

X

N
f F(Q)dQ 4—;T Z g F(Q). (4.30)

QRR

|
Die Summe der Gewicht legt man mifY, g = 1 fest.

Um zu einer gegebenen Anzdildie Richtungerf; und Gewichtey; optimal zu wahlen,
muf3ten die Bedingungen

N
> 6 Ka(@) L0 vn=2..3N (4.31)
i=1

erfallt sein, mit den gitter-harmonischen Funktior&(Q) zur jeweiligen Symmetrie der
FunktionF (), d.h. fallskF (Q2) kubische Symmetrie besalde, ware (4.31) fur die kubischen
HarmonischerK,, ..., Ksy zu erfullen [7]. Die Anzahl 8l ergibt sich aus der Tatsache,

T FUrFx(Q) ist s = 4, fiir Fy(Q) gilt s = 2 (siehe Abschnitt 4.4.1).
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dal fur jede deN Richtungen die drei Parametgy (9, ¢;) frei wahlbar sind. FUN > 1
sind solche Richtungssatze nicht gefunden worden.

Man kann aber gute Naherungen erhalten, wenn man die Fogmy4.31) fur mog-
lichst vielen erfullt.

Der groRe Rechenaufwand einer solchen Richtungssuchaderte fir die vorliegen-
denF,(Q) und F,,(Q) die Bestimmung eines eigenen Richtungssatzes zur enkspre
den Symmetrie. Stattdessen wurde auf einen,Bimss[7] angegebenen, kubischen 12-
Richtungssatz zurtickgegien.

Durch geeignete kubische Symmetrieoperationen wurdealéder Richtungen vergro-
Rert, bis die Winkelbereich@rg zuU F(Q) und F,,(Q) ausgefiillt waren. Die Gewichte
g: verringerten sich dabei um einen Fakigr Auf diese Weise entstanden flir,(Q) ein
144-Richtungssatz und fifit,,(Q) ein 288-Richtungssatz.

4.4.3 Auswertung der radialen Integrale

Nach Gleichung (4.29) sind die radialen Integrale
R(Q)
F(Q) = f r? W(i°r) cos@@- A°r) dr (4.32)
Rapw

auszuwerten. Benutzt man die Reihendarstellung

N X2n
coSX = Z(— ) 2 (4.33)
der Cosinus-Funktion, I3t sich (4.32) zu
RQ)
a (B-1°)™ -
Fo) = Z( v S [ wieeny ez (4.34)

umschreiben. Mit der Definition der ,radialen Momente*

R(Q)
M, (Q) = fW(ﬁor)rzmzdr (4.35)
erhalt man
FQ) = Z( 1y BTy @y, (4.36)

(2n)!
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Die Cosinus-Reihe (4.33) fur groRere Arguméntamerisch auszuwerten ist jedoch un-
gunstig, da die Summanden sehr grol3 werden und dadurcleritedloschung eintritt.
Man entwickelt deshalb cog( i°r) nicht umr = 0, sondern um den Mittelpunkt

RQ) := %(@(Q)+RAPW) = r'=r-RQ)), (4.37)

wodurch die Cosinus-Reihe gemarf

cos@- i°r)

cos(p- (' + R)) (4.38)
cos@- °R) - cos@- i°r’) — sin@E-m°R) - sin(@- i°r’)

in zwei numerisch unproblematische Reihen zerféllt.

Die auftretenden Integrale

R(Q)-R(Q)
W(re( + R(Q))) (' + R@Q))*r'™dr’ fir m=0,1,2,... (4.39)

Rapw-R(©)

werden dadurch ausgewertet, da® man die Funktiiie(r’ + R(Q)))- (" + R(Q))? beziig-

lich r’ auf einem &quidistanten Raster zwischiRypyy und R(Q) mit kubischen Splines
interpoliert. Diese Darstellung erlaubt es, die Integ(dl89) analytisch zu l6sen.

Das Verfahren legt auch die Punkidest, fur welche die FunktioneW,,(r) und W,(r)
auszuwerten sind, namlich fir jede der ausgezeichnetdmuRigenQ; auf N; Punkten
zwischen® - Rapyy und P - R(Q).

Dabei liegt der erste Punkt auf der APW-Kugel und der letztekiP auf der Oberflache
der Wigner-Seitz-Zelle. Da die Land&() — Rapyy stark variiert, wurde die Zahl der
StutzstellerN; richtungsabhangig gewéhlt, so dal® der Abstand zweierraarfderfolgen-
der Punkte fur alle Richtungen etwa gleich ist. Mit maxim@0 Stutzstellen pro Richtung
kann man die radialen Momente auf etwa 4 Dezimalstellercheen.

8 Inunserem Fall bis zyp- ' ~ 8
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4.5 Behandlung der Gittersummen tUber das Verzerrungsfeld

Die Behandlung der Gittersummen, wie sie hier beschrielesh ¥olgt weitgehend der
Arbeit vonHaberlen[16].
In Gleichung (2.20) treten die Summen

Sl 1= ) elRER  und  Su(@) = )] ea(R R (4.40)
R R

auf, die sich jeweils Uber das ganze, unverzerrte Kristadlgerstrecken.
Mit ex(R) undex(R) aus (2.13) erhalt man fir diese Summen die Darstellung

_ b Z ig.B
Sd = 21 Z (X +Y)2 + 22 e,
(x+y) - | X (4.41)
Sal® = 47r Z Kayie22 & MitR= [ 32’] -

Das weitere Vorgehen wird am Beispiel v&y,(Q) erlautert; mitS,,(q) verfahrt man
analog.

Das bisher verwendete ,kubische” Koordinatensystem ¢s{@L7)) erweist sich im fol-
genden als ungunstig. Man fuhrt daher ein ,versetzunggmms" Koordinatensystem
mit den Basisvektoren

(4.42)
ad al 1
31 (52X§3)—Vc—— = 33 ——[0]
2| 1
ein, mit denen sich der GittervektBrals
a ng +nN3
ﬁ = nlél + nzaz + ngag = E Ng , (nl, Ny, n3) € Z3 (443)
2N + N3
unde(R) als
b 2 2n, +n
xR = €N, Ng) = 23 (4.44)

Z a (an + n3)2 + 2(2”2 + n3)2
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darstellen lassen. Die Summe

b 2 2n, + N3 .
Sul@ = — = (M + Ny + Neds)) (4.45
XX(q) 27'(' a N (2n1 + n3)2 + 2(2n2 + n3)2 exp(lq (nl 1 + n2 2 + n3 3)) ( )
kann mit
n, = m+n (N, m,, ) € Z3
n, = Np+n v e {0;1} (4.46)
2r1’3 +v = N3 < ( Diese Zerlegung ist eindeutig )
als
b 2 ! n, +v i , ,
SXX(q) = Z 5. Z Z (Zn, + V)Z + 2(2n, + V)Z exp(lq : (nlal + n2§2)) ’
n.n, v=0 1 2
exp(id- dsv) ) exp(id- (28 — & — &) 1) (4.47)
n/

3

geschrieben werden.
Dabei ergibt Z; — &, — &, gerade den Burgersvektbi(siehe (2.8)).

4.5.1 Summe parallel zur Versetzunglinie

Da sich das Verzerrungsfeld parallel zur Versetzunglindbtréndert, hangt.(R) nicht
vonn; alP. Dem letzten Faktor von (4.47) erwéchst daraus entschaédBedeutung fir
den Streumechanismus.

Geht man von periodischen Randbedingungen aus, kann m&cteaubenversetzung
eine Langel = N- b zuordnen. Mit dieser ergibt sich flr die Summe Ubet n;

N-1
lim gabn — % Zéq_azﬂj ( Kroneckers ). (4.48)

n=0 j€Z

Streuung kann daher nur stattfinden, wenn die Andedgirgk — k’ des Quasiimpul-
ses in Richtung der Versetzungslinie der entsprechendempkinente eines reziproken
GittervektorsK entspricht®. Somit tritt Streuung nur zwischen Ebenen deRaums mit
K-b=r-(k—kj) = const. auf, und nur dann, wenn sich die Konstaften undk’- b
um ein ganzzahliges Vielfaches vom @nterscheiden.

9 Eine Anderung vomz um+1 verschiebR parallel zur Versetzunglinie um die Streqﬁe= b.
10 Fir alle reziproken Gittervektoréfi gilt K - b e 27 - Z
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Wie in Abschnitt 3 gezeigt, brauchen fur die Streuung nurlistande auf der Fermi-
flache betrachtet zu werden. Sucht man den Wertebereichatest#nterk - b, so findet
man mit Hilfe des MAPW-Verfahrens den Durchsto3punkt der[10]-Richtung mit
der Fermiflache bélnay ~ 0.5165- (1, —1,0) - 27/a, Was ZUkmay- b ~ 1.033r filhrt. Dar-
aus folgt, daf3 fur den grof3ten Teil der Fermiflache die Strgunur innerhalb einer Ebene
stattfindet, dieE—Komponente in Versetzungsrichtung also konstant blaifd,nur fiir den
kleinen Bereich mitk - b ~ x auch Anderungen dieser Komponente #fin- 7 moglich
sind.

Derartige Ubergange, bei denen sich Barektor um die Komponente eines reziproken
GittervektorsK 0 andert, werdetymklapp-Prozessgenannt [18].

Die Eigenschaft, daf’ die Streuung ,ebenenweise” erfoligt lei der Losung der Trans-
portgleichung zu beachten sein.

Um die Integration Uber das Quadrat einer Deltadistrilmio vermeiden, erweist es sich
als gunstig, die Quadrierung von (4.48) schon im endlich&hverzunehmen und erst
danach limMN — oo auszufiihren, da in die Transportgleichung nur die Absoladgate
der Matrixelementen’k’|aV|nk) eingehen (siehe (3.4)). Man erhalt

= B ’ L 2 2 L 2

B B
Z e = (B) Z 5@-6,2nj = (B) Z 5@.5,2,”- . (4.49)
n=0 ]EZ JGZ

Der Grenzubergang lilN — oo Uberfihrt das diskrete Kroneckémittels

2rb , .
in ein kontinuierliches Dirad-, was
N ’ L\ 27b .
. 6n| _ (L) 2rb re .
lim Zg ¢ - (b) i ,Zz:‘ 5(q-B - 27 ]) (4.51)
L1 ) ) 2r .
- 2rg g Y o0~ K)E - (- K)/ VB - 5

i€z

zur Folge hat.

4.5.2 Summen senkrecht zur Versetzunglinie

Nach (4.47) sind senkrecht zur Versetzunglinie die Summen
2n, +v
~ (2 +v)2 + 2(20, + v)?

exp(iq - (nj8; + Nyay)) fur v €{0; 1) (4.52)
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auszuwerten. Diese Summen sind jedoch divergent.

Andererseits ist es unrealistisch, den EinfluR3bereichr&elraubenversetzung auf den
ganzen Kristall auszudehnen. Man ordnet stattdessen fateaubenversetzung einen
Zylinder der (unendlichen) Landeund der Querschnittsflactfe = 7 RZ , zu und denkt
sich den ganzen Kristall vollstandig mit solchen Zylindewrfgefillt. Auf diese Weise
definiert man eine Versetzungsdichig := 1/Aq, welche die Anzahl der Schraubenver-
setzungen angibt, die pro Flache aus dem Kristall austreten

Der AbschneideradiuRqt begrenzt die Summation in (4.52) und kann durch einen Fak-
tor

expR2/R2,) = expARZ)  mit A = 7 ngig) = (4.53)

1
Reut
verwirklicht werden, mit dem die Summen in (4.52) zu mulidi@ren sind.
Dabei gibt|R, | den Abstand der Punkt&von der Versetzungslinie an, weswegen

2
= |+ + M+ & = % |0 + ) + 2, +v)? | (4.54)

gilt. Die Summen (4.52) lassen sich somit in der Form

2n, +v _ ) )
Z (2n, + v)? i 2(2n, + v)? exp(ig - (Ma + nyd)) -
exp(—/l |(M +v)dy+ (N, +v) @, |2) (4.55)

schreiben. Sie konvergieren zwar, allerdings so lang&atall zur numerischen Auswer-
tung wieder das Ewald-Verfahren [13] herangezogen werdg® m
Nach einer Umformung gewinnt man aus (4.47) den Ausdruck

b

Sul® = <5525 3, e0(idBrY) 3, el Br2ra@y)  (456)

11 Die Versetzungsdichte kann auch als Lange der Versetzniggspro Volumen verstanden werden

und ist experimentell bestimmbar [3].
12 insbesondere fiir kleing entspricht niedrigen Versetzungsdichten
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mit
. V2 (1, +v/2)
O-XX(q’ V) = ; (n& + v/2)2 + 2(n12 + V/Z)Z .

exp(i q- [(ny +v/2)d; + (M, + v/2)ay]) -
exp(—/l (%, + v/2)d; + (m + v/2)32)|2) . (4.57)

oxx(d, v) wird nach dem Ewald-Verfahren in zwei schnell-konvergergilreihen zerlegt.

Dabei ist zu beachten, dafy(d, v) fur n; = n, = v = 0 singulér wird. Allgemein ist
die Verzerrung in der Nahe der Versetzungsfibisehr groR, so daR die Naherungen aus
Abschnitt 2 nicht erfiillt sind. Es muR daher mindestgns 0 als Versetzungskern bei
der Summation in (4.57) ausgespart werden.

Die Netzebene senkrecht zur Versetzungslinie zerfallenvigi Klassen — solche mit und
solche ohne einem Atom auf der Versetzungslinie.

Fur das Ewald-Verfahren fuhrt man in diesen Ebenen ein ameiasionales ,rechteckig-
zentriertes” Translationsgitter mit den Basisvektoren

a1 = ( Cl)) und &, := ( \C/)z) (4.58)

ein, woraus sich auch ein zweidimensionales reziprokdsIGit
6”’1 = (l, O) und 6”’2 = (O, l/ \/é) mit a||’i . B”’j = 5”‘ (459)

ergibt. Man definiert weiter zweidimensionale Gittervekio

@| + '%ﬁv) mit Ifq|(n'1, n,) := nd;; + ny,d,. und

R‘ﬁo) = ( 8 ) , 55('1) = ( \}52 ) als 2-elementiger Basis.

(4.60)

13 entspricht betragsmaRig kleinen Werten vrundn,
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(T, (T)

2
©Q @ ©Q @
2 o 2 © a,
a, o o | o0 o
e T RY A1 .
A1 ( ru)l ( r“)l

Abbildung 4.3
1/2 )

zweidim. Gitterzui“(lo) = ( 8 ) zweidim. Gitter ZLR“(II) = ( V32

Damit gilt

, o, ) n, + V/2
= R+ RVP (M, +v/2)% + 2(n, + v/2)*  und
= R+ Ii)ﬁv))z V2(, +v/2),

womit sich (4.57) als

(4.61)

’ (ﬁﬂ + ﬁ1(|V))2 . ) ~ V)2
@) = D ————exp(id - (R +R) - AR +RP) (462
= R+R

schreiben 1a3t, wenn maj tber

G = B1(q- &) + b2(d-a) (4.63)

definiert und wegen (4.54) den Parametet= 1a?/2 einfihrt.
>’ in (4.62) driickt aus, dafl? die Men *(lv)} der Gittervektoren, die den Versetzungskern
bilden, von der Summation auszuschliel3en ist, da dort dizevieing zu stark ist, um mit

den vorgenommenen Néherungen behandelt zu werden.

Mit (4.59) und (4.63) wird zugleich ein zweidimensionalegiprokesK -Gitter festge-
legt, welches fir die Anwendung des Ewald-Verfahrens a@2ybendtigt wird.
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Man erhalt dadurch die Darstellung

Uxx(q V) = IZ
(G + Ky)2 ¥
‘/_27'( K‘ (v)
% G, + K2 exp( Ky - '% ) A
[exp( %+ KifP/ad + '7)) - exp(—|q” + K|||2/4/1)]
(A)‘(V)) B . (4.64)
" % (g o0l A7) [eel(-(+ mIATP) - exp(-NATY))
|
(R + I:A\S(V))z ' o y
% |§| '"jﬁ(v)lz p(lqn R+ é(l ) — A+n)R + Rﬁ )|2) ,

in dern den Ewaldparameter bezeichnet.

Das Ewaldverfahren fur die zweidimensionale Summ;e‘:. .. aus (4.62) erfolgt analog

zu der dreidimensionalen Summig.,, %e“z'? aus (4.9) (siehe [13, 16, 25, 14]).
Dabei macht man von der Beziehung

Z exp(iK; - (1 - R")) = Z 8(f-R-RY) (4.65)

KII I:‘Q)II

Gebrauch. Die eingeschrankte Summ% ... verarbeitet man als

D= = (4.66)

2 ,@ 2
Mit
% = f et (4.67)
findet man i
§|(2+§)))2 exp(-AR; + R + iq; - (R + R)) =

f Ri+RY) exp(-(+OR + RV + i R +RY) dt+ (a69)
0

> [ Ry RO exp(-C+ OFR + RVP + i) - (R + R))

Rl
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Die weitere Vorgehensweise entspricht dem dreidimengzorfaall.
Den abweichenden TerrR(+ R”), behandelt man als

(R +RY), exp(iqy - (R + RY)) = % % exp(id - (R + R")) (4.69)
und erhalt schlie3lich die Darstellung (4.64).

Damit kannS,,(d) , bzw. wegen (4.515,,(d)|?, ausgewertet werden.

Fir Sy,(q) findet man analog zu (4.56)
b R R
Sl = g3 2, OB D) el Br2rld ). (@70

o0, v) erhalt man aus (4.64), wenn man in allen Briichen die zwé&tenponenten der
Vektoren durch die ersten ersetzt.

Mit (4.51) und (4.56) gilt somit

2 2

1

1 b1\ -
] (ﬁ%a) 2, € @)
v=0

2 Y odB - 2n ),

j€ezZ

Z fxx(ﬁ) eidﬁ
R

(4.71)

was zusammen mit (4.22) zu

= =, L —
'K'|AVINKYE = 27— ‘b-2n))
KK’|AVINK)] bé‘“q j)
1 bl)

1
Ifw:,lz,(nwxx(r) 'J’nﬁ(n d3r '(___ Z ein-bv/Z Uxx(q’ V) + (472)

\V22ra ~

2

, b1\O s
[vrcomuad (22) 3 e
Il V=

=  KnK’|aVInk)P? =: 271% Z 5(@-b - 2rj) - MK, K (4.73)
i€z

fahrt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten haben also eine zafesfAbhangigkeit von der Ver-
setzungsdichtagig) = 1/A :
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1. Die Versetzungsdichtagis geht Uiberd = nngig@?/2 in die Berechnung von
oxx(0, v) undoy,(q, v) ein.

2. Uberden Vorfakto%AO aus (3.4) sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten etwa pro
portional zungig| = 1/Ao.

Die Proportionalitat (2) fuhrt dazu, dal letztlich niché dibsolute Leitféahigkeitr, son-
dern die spezifische, versetzungsbezogene Leitfahigkeit

1

&= (4.74)

betrachtet wird.
Auch alle experimentellen Vergleichsdaten [3] sind vemsegsbezogen.

4.6 LOsung der Transportgleichung

Zur Losung der Transportgleichung ist zunachst das in Afigich 2 eingerhrtelzi}-Netz
festzulegen, auf dem die weiteren Berechnungen durchgefénden. Es erweist sich als
guinstig, dabei gleich di&q- b — 2rj)-Abhangigkeit der Matrixelemente’k’|aV|nk) zu
berticksichtigen, wie sie in Gleichung (4.73) auftritt.

Jedes Matrixelement wird durch die beiden Vektokamdk’ festgelegt, denen jeweils
eine Ebene deéeRaums mik - b = const bzw. K- b= cons} zugeordnet werden kann.
Wegen dew-Abhangigkeit ist das Matrixelement nur dann von Null vérsden, wenn
d- b = const — const € 2r Z erfullt ist.

Wie in Abschnitt 4.5.1 erlautert, 1a3t die GroRe der Ferrolfédin den meisten Fallen nur
q- b = 0 zu, hochstens abqr b= +2r.

Man legt daher Schnitte durch die Fermiflache, auf deke = const ist. Auf den
resultierenden Schnittkurven wahlt man die diskreten Rukk Dann braucht man nur

die Matrixelementelzimvuzj) zwischen den Punkten derselben Ebene, bzw. zwischen den

Punkterk = I?. der einen un&’ = I?,- von hochstens einer anderen Ebenen zu berechnen.
Zur Wahl der Schnittebenen siehe Anhang C.
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4.6.1 Schnittkurven der Fermiflache

Zur Losung der Transportgleichung wurden 13 Schnitte ddrelrermiflache ausgewer-
tet.

Der erste Quadrant jeder Schnittebene wurde in 17 Winketselzwischen 0 undr/2
geteilt und fir jede dieser Richtungen der DurchstoB3punkder Fermiflache iterativ
mit dem MAPW-Verfahren (siehe Anhang C.3) bis auf 13 Dezstedlen berechnet.

Fiar Ebenen, die Halse der Fermiflache anschneiden (Nr. 1 218d.23), wurden zusatz-
lich die Schnittpunkte der Fermiflache mit der Berandungdld@rillouin-Zone bestimmit.

'Schnitt.01" — | 'Schnitt.02" —— |

08 087
0.6 0.6 -
0.4 | 0.4 |
0.2 ¢ 0.2 ¢
0 A I 0 A G Ebene  k-b
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 'Schnitt.03" —— | 1 'Schnitt.04’ —— | Schnitt01 7x-0
Schnitt02 x-1/12
08 Schnitt 03 x-2/12
o6 Schnitt 04 7 -3/12
ol Schnitt 05 7 -4/12
ol Schnitt 06 - 5/12
' Schnitt 07 7-6/12
02 | Schnitt08 x-7/12
Schnitt09 x-8/12
0 A SRR T Schnitt 10 7 -9/12
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 Schnitt 11 x-10/12
‘ ‘ Schnift 05’ — ‘ ‘ Sehnit 06 —— Schnitt 12 7-11/12
. et 1 1 ennit 1| schnitt13 x-12/12
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1 'Schnitt.07" —— | 1 'Schnitt.08" —— |

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

1t 'Schnitt.09" — | 1t 'Schnitt.10" —— |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 ‘Schnitt.11" —— | 1 ‘Schnitt.12" —— |
0.8 1 0.8
0.6 ¢
0.4
0.2
L L L L O L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1t 'Schnitt.13" —— |
o5 Die Abbildungen zeigen den Verlauf
' der Fermiflache im 1. Quadranten der
06 | ] Schnittebenen.
. i .
Die berechneterk-Punkte sind mar-
04 | 1 kiert. Zusatzlich ist die Berandung der
1. Brillouin-Zone in dieser Ebene ein-
02 gezeichnet.
O L L L L L
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4.6.2 Auswertung der symmetrischen Matrix V

Betrachtet man die Gleichungen (3.23) und (3.24), so tritgiden ein Integral tGber die
Fermiflache auf, mit einem Integranden, gefk’|AV|nk)|? enthalt.
Dieser ist nach (4.51) proportional zu

2n§ 2 6([(kx—k;)/V§—(ky—k;)/ Vé]—%rj), (4.75)

j€Z

was die zweidimensionalen Integrale Gber die Fermiflacrermlimensionalen Integralen
Uber eine Schnittkurve reduziert.

Es erweist sich als vorteilhaft, iktRaum Zylinderkoordinatem(z, ¢) gemal
K = (ke ky k) = ((ocosp +2)/ V2, (pcosp—2)/ V2, psing) (4.76)

einzufuhren, mit denen

e = a
k-b = —2 und
\/éz o (4.77)
(- K)/V2-(ky—K)/ V2 = 2-%

gilt. Die Schnittebenen sind also durek:const. festgelegt.
Die Fermiflache wird in diesen Zylinderkoordinaten alg, ¢) parametrisiert.

In Zylinderkoordinaten stellt sich ein Oberflachenelenadst

R o\ (o) .
dSK) = +[p?(Z @) |1+ 5] 11\50 dzdy (4.78)
Pl |Pa, &
K= (0,2 ¢)
dar. Die Wurzel wird im weiteren mit/.. abgekdrzt.
Ein Integral Uber die Fermiflache hat damit die Form
dsf) Zmax 2r i d
Z Oy
flo(Z ¢),2¢) ... ———— 4.79
f ® fgracte - f [ teea20 ‘1grag &gzl &9
~Zmax °

wobei man die Hélse der Fermiflache aus dem Integrationsgaliszuschlie3en hat.
Zmax definiert sich als halber Durchmesser der Fermiflache in éfeumgsrichtung,
d.h.Zmax ~ 0.5165V2 - 2/a.
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Gilt nun

) = > o@- %’T V2j)-g(K) (4.80)

j€Z

so erhalt man fur das Integral (4.79)

5 dSK)
ff(k) grad &l & fg(p 29 lgfanS(pwﬂ Ip p2.¢) (481
S =22

Das Integral erstreckt sich nur noch tGber eine Konturkuerergermiflache innerhalb ei-
ner Schnittebene. Es handelt sich dabei jedoch um kein Inémiggral iber den Umfang,
denn es gilt

ds dp 2 dp 2 dp 2
= \/p (l+(62) )+(8¢) de # +[p +(8<p) de = dl. (4.82)

Mit (4.73), (4.77) und (4.81) erhalt man fur (3.23)

2, ng,
cD(k)jEZZ fM(,|<)v.—|qugzl| )
0 ? =2 %3]
~ g - ng, (483)
2, | MERI0E) v )
0 ? =2 %3]

= —2relPAE - grads;

Die Reduktion der IntegraI§SF. .. Uber die Fermiflache zu Summen uber eindimensio-

nale Integralefoz’r. .., wie sie in (4.81) angegeben ist, mul3 in der Argumentatias au
Abschnitt 3.2 berlicksichtigt werden.

Aus (3.24) gewinnt man mit (4.73) und (4.81) die Darstellung

’

2n
Dy L >, de
UK = > OfM(k,k)\/ﬁlngM ) (4.84)

j€ezZ
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Den diskreten Punktetk} auf der Fermiflache ordnet man Doppelindizéqz, ¢i) zu.
Dabei soll der Winkel der innere Laufindex sein, d.h. dielRaminer Schnittebene sollen
aufeinander folgen.

Wennaz den konstanten Abstand zweier benachbarter Schnittelbezeichnét, ergibt
sich aus (4.82) die Abschatzung

S RN
Az iy A o n
(0. Z p)=ki

durch die sich (4.84) mit Gewichtdh(l?j) aus Gleichung (3.31) als

A, (4.85)

UR) = = 3 Y I, k)D(k) (4.86)
leZ  ¢j Z| _ - \/_|
schreiben laft.
Der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.2 folgend, gelangt roalrelich zu
D(K)D(K;)
w(m—z Z—M(K K) \| ———= w(K)
lez ¢ AL . 27
e VU j=2—g\/§' (4.87)

/ D(K)
= —2relRA, E-grag&;
U(k) &

mit der reellen, symmetrischen Matrix

1o | DE)DEK)
Vi = — M(K.K) U6 édzj,z—h/a-\@' (4.88)

Alle hier auftretenden Grof3en sind entweder ungerade

oK) = ~O(-K), (k) = -y(-K), REK = -R(-K) (4.89)
oder gerade
V(k,Ki) = V(-K,-Kj), D(K) = D(-K), U(K) = U(-K). (4.90)

ol

14 In unserem Fall gilt Wegen(k b) = /12 (siehe Anhang C.2) und (4.77)x2 = {5
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Somit kann das Netz d&)r-Punkte auf eine Halfte der Fermiflache eingeschrankt werde
Man verwendet daher nur Schnittebenen mit Scharparatdter O (siehe Anhang C.2).

Durch das Kroneckes-in (4.88) nimmt die MatrixV Blockgestalt an, wenn man die
Reihenfolge detki} geeignet wahlt.

Da die{l?i} so numeriert sind, daf3 die Punkte eines Schnittes aufeén&wigen, kann man
die Matrix V in UntermatrizenvV® aufteilen, die jeweils der Streuung aus der Schnitt-
ebenex in die Schnittebeng entsprechen. Fir die meisten Schnittest nur Streuung
innerhalb einer Ebene zulassig, héchsten jedoch in einergelielebeng. Daher ent-
halten die meisten Untermatrizen nur Nullen.

Die UntermatrizervV*® auf der Hauptdiagonalen entsprechen den Streuprozessen in
halb einer Ebene. Sie sind quadratisch, symmetrisch uneoiraNull verschieden.

Die Umklapp-Prozesse fihren wegégn b = +27 von einer Halfte der Fermiflache in
die andere, also auf Zustande, die eigentlich nicht mehk-iNetz liegen. Bei geeigneter
Wahl der Schnitte 1af3t sich aber sicherstellen, dal3 jedeklapp-Prozel3 auf die Inver-
sion einer bereits vorhandenen Schnittebene Rinhrt

Wahlt man die Reihenfolge deﬁ} so, dal3 auf die Punkte der Ebenélie Punkte ihrer
Umklappebene’ folgen, falls es eine solche gibt, so zerfallt die MatWxvollstandig
in quadratische, symmetrische Blocke entlang der Haugadialen, wobei jeder Block
mit einem Schnitt durch die Fermiflache korrespondiert uedetpenenfalls auch die
Umklapp-Prozesse enthalt.

Die Losung des Eigenwertproblems der Matkixzerfallt damit in eine Reihe reell-
symmetrischer Eigenwertprobleme von entsprechend gaenddimension, wodurch
sich der Rechenaufwand erheblich reduziert, denn das I‘dael{fi(}}Punkte aus Anhang
C ergibt furV eine Grél3e von 778 776, wahrend die grof3te der Untermatrizen nur von
der Dimension 6 60 ist.

15 Die Teilung aus Anhang C.2 bewirkt, daR Umklapp-Prozessewischen der letzten Ebene und
ihrer Inversion eintreten.
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4.6.3 Nicht-divergente Komponenten des Leitfahigkeitstesors

Fur eine Integralgleichung der Form

f(s) = ¢(s) — ,ufK(S,t)go(t) dt mit K(s,t) = K(t,s) Vst (4.91)

stellt sich die Fredholmsche Alternative [11], die daribetscheidet, ob zu einer Inho-
mogenitatf (s) eine Losungp(s) existiert.
Dazu untersucht man die Losungen der zugehdrigen homodmetegnalgleichung

o9 = 1 [ KsDe. (4.92)
wobei in unserem Fall (vgl. (3.26)) := 1 zu setzen ist.

Die Fredholmsche Alternative besagt, dali3, falls es keirmubh@en zu (4.92) gibt, die
inhomogene Gleichung (4.91) fur jede stetige Inhomogeii{t§ genau eine stetige L6-
sunge(s) hat.

Falls abem Lésungeer(s), i = 1,...,n der homogenen Gleichung (4.92) existieren,
besitzt (4.91) nur fur jené(s) eine Lésung, die den Bedingungen

ff(s)¢L(s)ds!: 0 Vi=1..n (4.93)
genugen.

Mit den N-dimensionalen Vektoren aus Abschnitt 3.2 erhalt man fér dlei linear-
unabhangigen elektrostatischen Felbgr « = 1, 2,3 je eine Vektorgleichung
w — V% = BK y (494)

die einer inhomogenen, linearen Integralgleichung mit syatmischem Kern vom Typ
(4.91) entspricht.
Die homogene Integralgleichung (4.92) gehtdi 1 Gber in

¢ =Vep. (4.95)

Da die Losungf (s) als Linearkombination der Eigenfunktionen(s) des KernK(s, t)
dargestellt wird [11] (vgl. (3.36) und (3.38)), sind die Eityektoren

¢ =AVeg (4.96)

der MatrixV zu bestimmen. Gleichung (4.95) kann somit als Suche naatnkgktoren
zum Eigenweril = 1 aufgefaldt werden.
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Bestimmt man die Eigenwerte der Matik, erhélt man zum Eigenwert = 1 einen
Eigenraum, dessen Basis fur jede &t Schnittebenem eine Elgenfunktlonp a =
1,...,NZenthélt, deren Trager die Ebeaaind ggf. ihre Umklappebeng ist.

Nutzt man die Blockgestalt der Matrix, hat jede deNZ Untermatrizen/** genau einen
Eigenvektorgol zum Eigenwerfl = 1.

Das Auftreten der Eigenfunktionen zum Eigenwert 1 erfordert eine zweckmafige
Wahl der dreiE,-Vektoren.

Aus den Zylinderkoordinaten (4.76) ergibt sich ein kagees, versetzungsbezogenes
Koordinatensystem

X p COSp X - % 0)( x
y | =] psing = y | = 0 11|yl (4.97)
Z Jneu z Z Jheu _\/iz 0 Z Jalt

entlang dessen Koordinatenachsen die Vekt&egelegt werden.
E, und E, stehen damit senkrecht auf der VersetzungliBigliegt parallel dazu.

&l" oﬁ

Die Wahl des Koordinatensystems und &é&grerweist sich als giinstig, da die Koordina-
tenachsen und di€x mit den anschaulich zu erwartenden Hauptachsen des LigiEit
stensorgr zusammenfallen.

Fur die drei elektrostatischen Felder ist mit der Fredhohmsa Alternative getrennt tiber
die Losbarkeit der Transportgleichung zu entscheiden.

Hierbei zeigt sich, dal? die Orthogonalitatsbedingung3d} @ie sich als

|
f R, =0 Ya=1...NZ (4.98)
darstellt, nur fik = 1, 2 erflllt ist, nicht jedoch fiik = 3.

Betrachtet man (3.38) und (3.39), wirde die Anderm@ der Verteilung aus (3.8) we-
gen der Singularitéiﬁ—l aus (3.38) unendlich gro3 werden.

Diesen Sachverhalt kann man so interpretieren, daB-§ield mit nicht verschwindender
Komponente in Richtung der Versetzungslinie, eine unehdtiohen Strom hervorruft,
wodurch der in Gleichung (3.15) vorausgesetzte, lineasa#@umenhang von Feldstarke
E und Stromdichtd nicht mehr gegeben ist.

Im Sinne der Transporttheorie bedeutet dies, dal’ die Wangsfunktion nicht ins Gleich-
gewicht kommt.
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Im Leitfahigkeitstensoor divergieren somit die Komponenter,, oyz, 0% 02y UNd o4,
die Leitfahigkeit in Richtung der Versetzungslinie ist ndéch grol3.

Endliche Zahlenwerte kbnnen nur fitgy, oxy, oyx Undoyy erhalten werden, was der Leit-
fahigkeit senkrecht zur Versetzunglinie entspricht.

Der isotrope Mittelwert- der Leitfahigkeit ist nach (3.48) als

_ 1
definiert und wirde wege,, ebenfalls divergieren, was aber nicht den Tatsachen ent-
sprache. Betrachtet man stattdessen den Widerstandspessagehen die Komponenten,
die im Leitfahigkeitstensosr divergieren, gegen Null. Der isotrope Mittelwertbleibt
endlich, und es kann tber (3.49) auch die mittlere Leitfidiigr bestimmt werden.

Die Anisotropiex des Leitfahigkeitstensors ist das Verhaltnis der Leigihit in Verset-
zungsrichtung zur Leitfahigkeit senkrecht dazu [28]. Steim dem versetzungsbezoge-
nen, kartesischen Koordinatensystem aus (4.97) als

o= —77 (4.100)

. %(O-XX + oyy)

definiert und wird wegen der Divergenz von, unendlich grol3.
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4.7 Uberblick Uiber die Rechenschritte

Alle numerischen Berechnungen wurden mit Hilfe \RORTRAN77-Programmen auf ei-
nem Cluster vorHP 9000/735-Workstations unter dem Betriebssyst&NILX durchge-
fuhrt.

Der gesamt&0RTRAN77-Code umfalit etwa 300 kByte.

Die Berechnungen und die dafiir verbrauchte Rechéfizgi¢dern sich wie folgt :

0. Selbstkonsistente MAPW-Rechnungen fir verschiedem 300.000 CPU-sec
stark rhomboedrisch bzw. tetragonal verzerrte Kupferkri-
stalle, aus denen die Ladungsdichten(e, K¢) gewon-
nen werden

()

1. Berechnung der AuRBenraumpotentigie(e,r) aus den ca. 8.000 CPU-se
Ladungsdichten entlang ausgezeichneter Richtuggen
Bestimmung der AbleitungeW,,(F) und W,,(F) nache;
radiale Spline-Interpolation der Ableitungen fir jede der
ausgezeichneten Richtungen und Auswertung der radia-
len MomenteM, ()

2. lterative Bestimmung der Schnitte durch die Fermiflachea. 10.000 CPU-sec
des unverzerrten Kristalls mit dem MAPW-Verfahren;
Berechnung der Wellenfunktionef () der Zustande

auf dem{lzi}-Netz auf dieser Fermiflache

3. Berechnung aller UbergangsmatrixeledeI(ﬁ, E’) der ca. 20.000 CPU-sec
Punktek, k’ € {ki} fur eine bestimmte Versetzungsdichte

4. Losung der Transportgleichung gemafd Abschnitt 4.6 : ca. 3 CPU-sec¢
Aufstellen der MatrixV; Losung des Eigenwertpro-
blems; Berechnung des Leitfahigkeits- und Widerstands-
tensors

16 Fir den Rechenaufwand ist die Zeit maRgeblich, wahrendidemeProgramm die CPU zugeteilt
war. Da im Timesharing-Verfahren mehrere Programme zciglauf einem Rechner laufen, verteilt sich
die Rechenzeit anteilmaRig.
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5 Ergebnisse

Das Verfahren, das in den vorangegangenen Kapiteln detijegtirde, erlaubt es, den
Anteil des elektrischen Widerstands von KupferTue 0 K zu berechnen, der von einer
homogenen Dichte von Schraubenversetzungen herrihrt.

Da, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, die Leitfahigkeit(haherungsweise) umgekehrt propor-
tional zur Versetzungsdicht®g) ist, ist es Ublich, die versetzungsbezogene Leitfahigkeit
0 = 0 - Nyis) bzw. den versetzungsbezogenen Widersjand p/ngis) anzugeben.

Diese GréRRen wurden fir Versetzungsdichigig = 107 ... 2- 10%/cn® berechnet.

Niedrigere Versetzungsdichten sind experimentell sctaugénglich [3], zum einen we-
gen des sehr kleinen Absolutwerts des Probenwiderstaadbgedden verwendeten Pro-
benabmessungen nur noch einige't betragt, zum anderen, weil sonst die unvermeid-
lichen Verunreinigungen im Kupfer die Versetzungen ale®trsache dominieren und
das Ergebnis verfélschen.

Da eine Kupferoberflache nur etwé1 10'° Atome pro cm enthalt, sind hohere Verset-
zungsdichten nicht realisierbar.

Ngis| 0" ... 102 108 10" 2.10% cm2

Pxx | 14659 ... 14659 14569 13368 11139| 10*Qcm?
pyy | 11658 ... 11658 11555 10596 9179 10°Qcm?
) 8772 ... 8772 8708 7988 G772 10¥Qcm?
Oxx | 0.6822 ... 0.6822 06864 07480 08978|10®¥Q1cm3
oy | 0.8578 ... 0.8578 08654 09438 10895 10 Qe

o | 11400 ... 11400 11484 12519 14766|10®¥Qtcm™

Tabelle 5.1: Uberblick tiber die berechneten, nicht divergenten bzehinierschwindenden
Komponenten der Widerstands- und Leitfahigkeitstensfirewerschiedene Versetzungsdichten

Der isotrope, versetzungsbezogene Mittelwert des Widedstensors berechnet sich
nachp = 3 Spurg mit p,,= 0.

Da g, divergiert, wird der isotrope, versetzungsbezogene &leighkeitsmittelwernicht
also := £ Spurd® definiert, sondern als = 1/p.
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Das gewahlte Koordinatensystem (4.97) korrespondiertiemtHauptachsen der Tenso-
ren, daher sind die Nicht-Diagonal-Elementg, 7y« undpyy, pyx ebenfalls Nuf.

Man sieht, daR sich die versetzungsbezogenen GroRemypr 107 ... 10'2/cm? kaum
andern, daf3 in diesem Bereich somit keine Abweichung voiPdegortionalitat zur Ver-
setzungsdichte festgestellt wird.

Die Proportionalitat I1&3t sich so interpretieren [26], di® Streuung lokalisiert ist und
hauptséchlich in einem zylindrischen Bereich mit Rad®I¥™ um die Versetzungslinie
erfolgt.

Das Fernfeld tragt also nicht wesentlich zur Streuung bei.

Fur niedrige Versetzungdichten glRcyt = 1/ y/mngisl > RIS Der zylindrische Be-
reich, der jeder Versetzung zugeordnet ist, umschlieRidesamen Zylinder; ihre An-
zahl ist streng proportional zur Versetzungsdichte. Béignén Versetzungsdichten gilt
Reut < R die Versetzungen kénnen ihre Streuwirkung nicht mehr ewffalten, die

Ubergangswahrscheinlichkeith’I2’|AV|nl2> nehmen ab, und der resultierende Wider-
stand wird geringer (siehe Tabelle 5.1). Fur solche Vewggdichten sind auch Wech-
selwirkungen zwischen den Versetzungen zu erwarten.

Auf die Tatsache, dal3 das Fernfeld einer Versetzung fur wea®irkung unwesentlich
ist, hat auchWatts[29] hingewiesen. Die Diplomarbeiten véféberlen[16] und Schind-
ler [25] konnten diesen Sachverhalt ebenfalls reproduzieren.

1 Die berechneten Werte dieser Komponenten sind um 13 Griadamogen kleiner als die Diagonal-
komponenten, alse 0 im Rahmen der Rechengenauigkeit.
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5.1 Zur Behandlung der Transportgleichung

Da die Proportionalitit bei etwayig = 10'3/cn? endet, ergibt siclRT&X ~ 184, was
ungefahr funf Gitterkonstanten entspricht.

Die Streuung wiirde also hauptsachlich in einem Zylinderemieém Radius von funf Git-
terkonstanten um die Versetzungslinie erfolgen.

Dieser Wert furRT|& ist jedoch deutlich zu niedrig, da in so geringem Abstand den
Versetzunglinie die Verzerrung zu stark ist, um mit dena®nen, linearen Naherungen
behandelt zu werden. Die Annahme, der Versetzungskerme dérhachlassigt werden,
ware unhaltbar.

Auch die extrem geringen Abweichungeron der Linearitat zwischen 1ind 132 Ver-
setzungen pro cfrsind ungewohnlich und stehen im WiderspruchHaberlen[16] und
Schindler25].

Dieses Verhalten liegt an den Gittersumnigr(q, v) bzw. o«(q, v) aus (4.62), wie im
folgenden gezeigt wird.

Fir alle Richtungeq® haben die Gittersummen fidff ~ 0 qualitativ das gleiche Verhalten.
Ausgehend vomr(g = 0) = 0 steigt ihr Wert etwa linear mjf| zu einem Extremum an,

das beidmax ~ vNgigl liegt und dessen Hohe(Gmax) proportional zu 1 4/Ngig| ist. Nach
dem Maximum fallen die Gittersummen etwa wigd}* ab.

200

'sigma’ —
180 b
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80
60
40 |

20 |

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 002 004 006 0.08 0.1 0.12 014 0.16 0.18 0.2

Abbildung 5.1 Charakteristischer Verlauf van(d) gegend in der Umgebung vog = 0.
Firo«(G, v) und ox,(d,v) v = 0,1 erhédlt man das gleiche Verhalten :
ein ausgepragtes Extremum der HoN@max) ~ 1/ v/ Ngisi bei |Gmax ~ +Ndisl -

2 erstin der 7. Dezimalstelle
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Das Auftreten des Extremums verursacht Probleme, wennlogegangswahrscheinlich-
keiten und damit die Gittersummen auf einem diskréteRaster ausgewertet werden.

Firk; = k erhalt mang = K-k’ = k — k; = 0, was zwr(g = 0) = 0 fihrt. Da das Netz
eine gewisse Maschenweite hat, liegen die Puﬁ}(te k. in einem nicht verschwinden-
den Abstand voik, so daR die unmittelbare Umgebung \@# 0 nicht abgetastet wird.
Man kann eirgmin := min;; [k — kj| > 0 definieren, welches dariiber entscheidet, ob das
k-Raster fein genug fir eine bestimmte Versetzungdichte ist

FUF Omin < Omax Wird der Verlauf des Extremums von dénPunkten gut erfaft, fir
Jmin > dmax liegt der Peak ganzlich innerhalb der ersten Masche, widiiat# tGber-
sehen und durchr(gd = 0) = 0 ersetzt. Da die Lage des Peaks mit sinkender Verset-
zungsdichte immer naher ah= 0 heranruckt, gibt es fir jedd?sRaster eine minimale
Versetzungsdichte unterhalb derer die Maschenweite Zuwgiral, um die Gittersummen
korrekt wiederzugeben.

Die Rechenergebnisse deuten darauf hin, daR diese Gremae lseingis) = 10'2/cn?
erreicht ist. Bei niedrigeren Versetzungsdichten werderPéaks ganzlich ignoriert.

Haberlen[16] und Schindler{25] benutzten das Variationverfahren venskogund Koh-
ler [20] zur L6sung der Transportgleichung. Der damit verbumed@echenaufwand ist et-
wa 500-mal groRérals bei der diskreten Losung der Transportgleichung nacciitt
3.2 bzw. 4.6, dafur kbnnen jedoch die Peaks der Gittersunrglativ einfach analytisch
approximiert werden.

Eine entsprechende Behandlung der Gittersummen im hiereveteten Verfahren wére
sehr aufwendig; z.B. muf3te man auf der Fermiflache ein Séliemsraster einfihren, das
von der Versetzungsdichte abhangt.

Wahrend sich, durch das Abschneiden der Peaks, bei denurigrgefihrten Rechnun-
gen die Widerstands- und Leitfahigkeitswerte zwiscingg, = 10’/cm? und ngig) =
10'2/cn? nicht mehr andern, variieren sie bidiberlen[16] und Schindler[25] noch
um etwa 25%. Dadurch gild&berlendie Versetzungsdichte, unterhalb der keine Ab-
weichung von der Proportionalitat auftritt, nicht migisy = 10%3/cn?, sondern mit
Ngisi = 10*/cn? an, was zu einem wirksamen Zylinderradius \Rf}* ~ 45 Gitter-
konstanten fuihrt. Dieser Wert ist realistischer und |afi¢ &lernachlassigung des Verset-
zungskerns zu.

3 ohne analytische Approximation der Peaks der Gittersummen
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5.2 Vergleich mit dem Experiment

In den experimentellen Arbeiten wird i.a. nicht zwischemi@aben- und Stufenverset-
zungen unterschieden. Um den Anteil des elektrischen Rétstands zu bestimmen,
der von Versetzungen verursacht wird, untersucht man digeAmg des Widerstands,
wenn sich durch Kaltverformung oder bei der Erholung naclMégormung die Verset-
zungsdichte andert. Man erhélt dadurch einen Wert fur dikeiflng dp/dng;g), die im
Proportionalitatsbereich anndhernd konstant ist.

Die wesentliche Quelle von Ungenauigkeiten bei diesematieen ist die Bestimmung
der Versetzungdichten [3].

Wahrend fur die Berechnung von einer Temperatur von 0 K ayasggen wurde, fanden
die Messungen in der Regel beR4K statt. Die Widerstandsanderung aufgrund dieser
Temperaturdferenz ist jedoch unwesentlich.

Ndis| p in 10°¥Qcm? Quelle
10°...10%/cn? 1.3+0.1 Rider, Foxon [24]
2...4-10"/cm? 30+15 Basinski, Dugdale [3

3.69-10°/cn? 5.88 Yoshinag4 [30]

Tabelle 5.2: Uberblick Giber einige experimentelle Werte
fur den spezifischen, versetzungsbezogenen Widerstand

Die Mehrheit der Messungen ergeben fur den versetzunggbeea, mittleren Wider-
stand einen Wertvop = 1...2-10°Qcn?®, bzw. firr die versetzungsbezogene, mittlere
Leitfahigkeitc =5...10- 10 Q-tcm3.

Obwohl eine Versetzung ein stark anisotroper Gitterfeistgrwurde in der Regel < 2
gefunden [3, 28], falls das Experiment eine Bestimmung desétopiea der Tensoren
erlaubte.

Es bestehen also betrachtliche Abweichung zwischen dereseidArbeit berechneten
Werten und den experimentell gefundenen.

Die hier festgestellte, unendlich hohe Anisotropigsiehe (4.100)) wurde auch von ande-
ren theoretischen Berechnungen gefunden [28]. Andetsiisees experimentell schwie-
rig, eine Probe mit gesichert anisotroper Verteilung des®zungen zu erzeugen.

4 keine Angabe von Fehlergrenzen
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Die deutliche Abweichung der berechneten Widerstandsteitthihigkeitswerte von den
experimentell gefundenen (vgl. Tabellen 5.1 und 5.2), kasmn Teil auf der fehlenden
experimentellen Trennung von Schrauben- und Stufenzensgén beruhen.

Ein sicherer Grund fir eine Uberschatzung des Widerstander vorliegenden Berech-
nungen ist die Vernachlassigung der Peaks der Gittersummen

Kleine Werte des Vektorg = k—k’ entsprechen der Vorwartsstreuung der Elektronen; ih-
re Ausbreitungsrichtung im Kristall &ndert sich nicht watsieh. Da die Gittersummen fur
diesed-Werte einen Peak aufweisen, treten solche Ubergange afieger Wahrschein-
lichkeit ein.

Wenn diese Peaks vokrGitter nicht erfaldt werden, und nur der FalE= 0 ausgewertet
wird, der wegerr(d = 0) = 0 mit der Wahrscheinlichkeit Null eintritt, wird die Moghe
keit der Vorwartsstreuung in der Transportgleichung etiglagen.

Da deswegen nur groRere Werte \@ga: K — k” wahrscheinlich sind, wird die Streuwir-
kung der Schraubenversetzung und damit auch deren speeifldtderstand Uberschatzt.

Die Vernachlassigung nicht-spharischer Anteile déskéiven Ein-Teilchen-Potentials im
Inneren der APW-Kugel, die dazu fuhrt, dal3 der InnenraumStreguung nicht beitragt

(siehe Abschnitt 4.2), diirfte eher zu einer Unterschatzerg)bergangswahrscheinlich-
keiten fuhren, wodurch bei Berlicksichtigung nicht-spbélver Anteile ein hoherer Wi-

derstand zu erwarten ist.
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6 Zusammenfassung

Obwonhl die Berechnung des spezifischen Widerstands vora@oénversetzungen zu
keiner guten Ubereinstimmung mit dem Experiment fihrtéamg es in dieser Arbeit,
einige neue Erkenntnisse Uber die Streuung von Blochelegtran Schraubenversetzun-
gen zu gewinnen.

Wahrend in friheren Arbeiten [16, 25] das Deformationspiidé aus #ektiven Ein-
Teilchen-Potentialen zu Verzerrungsstarken voa O(10°2) berechnet wurde, konnte
gezeigt werden, daB Ein-Teilchen-Potentiale mit Verzegem vone = O(10™%) genauere
Werte fur das Deformationspotential liefern, ohne dal3l&tethwund eintritt. Zudem
sind diese schwach verzerrten Potentiale schneller gelisistent zu bestimmen, da man
durch Interpolation vorhandener Potentiale bereits gtagd@ten erhalt.

Der Anzahl ebener Wellen im Ansatz der MAPW-Wellenfunkg&arkonnte entscheiden-
de Bedeutung bei der Bestimmung des Deformationspotsmtigleschrieben werden. Es
wurde gezeigt, dal3 es unerlallich ist, diese Anzahl bei allevergleichenden Potentia-
len konstant zu halten.

Andernfalls wiirde die Anderung des Ansatzraums die sedbsiktenten Potentiale
so sehr beeinflussen, dal} die Bestimmung des Deformatimmijads als Ableitung
0V (e,1)/de nach der Verzerrung jede Genauigkeit eingebf3t hatte.

Unter diesem Gesichtspunkt ist das v@chindler[25] verwendete Deformationspoten-
tial hochst fragwuirdig, da er zu dessen Bestimmung von FEaten mit einem Prozent
Verzerrung ausging und die Zahl ebener Wellen nicht betehte

Es ist anzunehmen, dal3 Potentialanderungen aufgrundschiedlicher Ansatzraume
klein gegenuber den Potentialanderungen aufgrund eirlatalon des Kristalls sind.
Das vonHaberlen[16] durch Vergleich verschieden dilatierter Kristalleaggnene De-

formationspotential diirfte daher im wesentlichen korsskn.

Die diskretisierte Losungsmethode flr die Transportgieng, die anstelle des herkbmm-
lichen Variationsverfahrens vdanskogund Kohler [20] verwendet wurde, zeigte neben
einer Ubersichtlicheren Argumentation einen deutlichescawindigkeitsvorteil gegen-
Uber dem Variationsverfahren.

Auch gelang es, mit der Fredholmschen Alternative die Djgrr gewisser Komponen-
ten des Leitfahigkeitstensors exakt zu begriinden, so @és@éslVerfahren als vielverspre-
chend zu bezeichnen ist.

Das kritische Verhalten der Gittersummen firx 0 konnte leider nicht berlcksichtigt
werden, was zu den Uberh6hten Widerstandswerten flihrte.
Es sollte aber in Zukunft mdglich sein, diesen Mangel zu behe
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Die Parametrisierung der Fermiflache in Schnitten senkaghVersetzungslinie macht
besonders deutlich, daf3 nur ein geringer Teil der ElektrareUmklapp-Prozessen be-
teiligt ist.

Fiir die meisten Zustande &ndert sich bei einer Streuungatigénentd, des Quasiim-
pulses in Richtung der Versetzungslinie nicht. Die digkrette Losungsmethode fur die
Transportgleichung zeigt, dal3 dies zu unendlicher Lagi#it in Versetzungsrichtung
fuhrt — trotz der vorhandenen Umklapp-Prozesse.
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Anhang
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A Wahl der APW-Radien

Geht man von einer unverzerrten Wigner-Seitz-Zelle mieei®PW-Kugel maximaler
GroRRe aus und unterwirft das Gebilde einer rhomboedrisoden tetragonalen Verzer-
rung, so geht die APW-Kugel in ein Ellipsoid tber, welchesaein die deformierte
Zelle hineinpal3t.

Y
N/

Ein Ellipsoid ist aber, im Gegensatz zu einer Kugel, zur Trerg von Auf3en- und In-
nenraum ungeeignet, da seine Verwendung alle Berechnutegglich verkomplizieren
wirde.

Andererseits kann man die alte APW-Kugel nicht beibehalt@nsie in die deformierte
Elementarzelle nicht mehr hineinpalit.

Y
N

Eine Mdglichkeit das Problem zu l6sen besteht darin, in éormte Zelle eine Kugel
maximaler Grél3e einzupassen, was zu eigeabhéngigen APW-Radius flhrt.

Y
N

Unterschiedlich grofze APW-Kugeln bei konstantem Zellé&mwen verschieben aber die
Anteile von Innen- und Au3enraum. Da es bei der Berechnuagrataifizierten Defor-
mationspotentials als Ableitung des AulRenraumpoterdi#islie kleinen Potentialveran-
derungen durch die Verzerrung ankommt, wirden dadurcheflistkonsistenten Poten-
tiale verfalscht.

Um dies zu vermeiden, wurde die kleinste auftretende APWeKu also jene, die zur
starksten Verzerrung gehort — auch fur alle anderen Vemgsstarken ibernommen.

O

Fiar schwéchere Verzerrungen berihrt sie dann zwar nicht ciefwénde der Wigner-
Seitz-Zelle; dies wurde aber auch nirgendwo gefordert.

Symbolische Darstellung der Deformation
einer Elementarzelle mit APW-Kugel :

1. Fall:

Die APW-Kugel wird zum Ellipsoid verzerrt.

Q

2. Fall :
Die unverzerrte APW-Kugel ist zu grol3.

S

3. Fall:
Der APW-Radius hangt voaab.

2

4. Fall :
Der kleinste APW-Radius wird beibehalten.

2
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B Herleitung des Aul3enraumpotentials

Nachdem im normalen MAPW-Selbstkonsistenz-Zyklus eintsr@um-Darstellung des
AulRenraumpotentials nicht benotigt wird, da man die Fokiogftizienten direkt berech-
net, sei hier noch eine kurze Herleitung der Formel (4.7ebeg, wie sie z.B. auch bei
BrossundEder[9] zu finden ist.

Ausgangspunkt fir die Potentialberechnung ist die Laddicbep tot(F) der Elektronen,
die man aus den Blochzustanden mittels

prot() = 2 D YD) YD) (B.1)
nk

erhalt, wobei die Summe nur Giber die besetzten Zustandégeht Eg) , und der Faktor
2 die Spin-Entartung bertcksichtigt.

Im AufRenraum Il existiert von den Wellenfunktiongg,(r) nach (4.1) nur der Anteil der
ebenen Wellen, womit sich die Dichte zu

opw(P) = Zé*‘f’ 2 3" V(K K") vk, K + K")
K

LS B.2
= Zémppw(@ (8.2
K

ergibt. Im Innenraum kommt zpip\(F) Nnoch der Anteilpra(r) von x, () hinzu. Dieser
ist radialsymmetrisch, so daf3¢(r) , zusammen mit dem punktférmigen Atomkern, von
aul3en gesehen wie eine einzige Punktladung wirkt.

Die Starke dieser Punktladung ergibt sich aus der Ladungysiét der Wigner-Seitz-
Zelle. Man erhalt

!
—QPW - Qrad = QKern,

© f pew(NEr — Qrag = €Zkern (8-3)
WSZ
Qpunkt ‘= Qkern + Qrad = € f ppw(D)dr
wsz (B.4)
= Qpunkt = eZPPW(K) f é*"dr = eVeppn(K = 0).
K

WSz

Der Fourierko@izientp pw(K = 0) ist der Mittelwert der Ladungsdichte der ebenen Wel-
len und wird im folgenden mjbo abgekirzt.
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Das elektrostatische Potential dieser Ladungen |a3t sicAuRenraum in zwei Anteile
zerlegen, deren Quellen jeweils ladungsneutral sind :

e Vc(P) : das Potential der ebenen Wellen ohne den TermiK = 0)

e V(M) : das Potential des Gitters der Punktladungen zusammedtemit
kompensierenden Ladungshintergrund des TermgK = 0) .

Aus der Poissongleichung

AV(P) = —4né? p(P) (B.5)
folgt mit (B.2) fur den ersten Potentialanteil
Ve() = 4né ZPPW(K) gk (B.6)
K#0
Die allgemeine Formel
V() = ezflp(f (B.7)

ergibt mit (B.4) fur den zweiten Potentlalantell

d°r’ 1
Ve(f) = ezpoflr"—?’l - GZVCPOZ“T) =
-
R? . o . (B.8)
rl
= e2v P _f > = - .
Ve J TP-r Zﬁ:W—Rﬂ
R
Mit der Identitat L
Dse-R) = - > exr (B.9)
R Ve K
findet man
lf d3r’ Z 1
VeJ IP=17| = IP-R
TRS
1 d3r 1
= — | —— - | —— ) (" - R
%l e ez -R
R? R? R (B.10)
1 & 12 f err
S VeJ IP-r Vel Jr-r
R3 R3
1 gk
= —-— d°r’ .
w2 ==
CK#O R3 |r r |



Um die Darstellung (4.7) zu erhalten, bleibt zu zeigen, dal3

1 ek ke s
_V_CZ flr*—r’l = Z = VPeR (B.11)
3

erfillt ist.

Die letzte Summe ist nicht absolut konvergent, weswegeemen konvergenzerzeugen-
den Faktore ™K1 mit n > 0 einfuhren und dessen Grenzwert hm- O betrachten, der
gerade die urspringliche Summe ergibt. Mit diesem Fakfirdiech ein Potential

epKF’ Kzn
—— Z E ] (B.12)

definieren, dessen zugehdrige Ladungsdlpl,q(é) man aus der Poissongleichung (B.5)
zu

V(1) = eZVCpO

pi(f) = —po ) KT (8.13)
K#0
bestimmt. Berechnet man aber mit (B.7) das Poteﬁt,;adiieser Ladungsdichte, ergibt
sich

Kr’
V, (1) = —ezpo e Ko fl '| (B.14)
K;eo
und daraus im Grenzwert
. - 1 g
lim V() =: V() = & Ve po Ve Z T B | . (B.15)
K#O R3
Mit der Darstellung (B.10) von.| .] gilt somit Ve(F) = Vo(F), also
gk
Ve(F) = —4n € poz = (B.16)

K+0
Ve(P) ist gerade das Ewaldpotential, das in Formel (4.7) eingeht

Zusatzlich zu den Austausch- und Korrelatioffiskten ist im verzerrten Fall auch noch
die Verzerrungsabhangigkeit der Fermienergie zu berdbkgen. Damit erhalt man aus
(B.6) und (B.16) die Gleichung (4.8)

Vi(e,) = 4né Z pPW(EZ Ke) ghe’ _ Are? po(e) Z —e”zfr
Ke#0 K Ke#0 6

Z prule, Ke) &

Ke

Hxc - &f(e) . (B.17)
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C Fermischnitte

C.1 Lage der Schnitte in der 1. Brillouin-Zone

s et |

Abb C.1 : 1. Brillouin-Zone eines fcc-Kristalls mit drei exemplsehen Schnitten senkrecht zur Verset-
zungsrichtungK-Richtung, strichpunktiert).

Man beachte die verschiedenen Formen der Schnittflachemg&8ek, Achteck, Recht-
eck) fur unterschiedliche Scharparameéteb der Ebene.
Innerhalb jeder Schnittebene gibt es zwei Spiegelsymare(gestrichelt).

Die Achsenx,y, z gehdren zu dem versetzungsbezogenen, kartesischen Kaianlsy-
stem aus (4.97).
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C.2 Auswahl und Berechnung der Schnitte

Die Schnittebenen lassen sich durch den Scharparaﬁelﬁdreschreiben.

[ﬁ)aﬁl?max- b ~ 1.0337 gilt (siehe Abschnitt 4.5.1), wurde als groRter Scharpatam
K-b=mn gewéhlz. VYegertﬂ- b € 277 kann von dieserﬁEtzene aus Streuung in sich selbst
und in die Eben&’-b = —r erfolgen. Letztere geht alksb = & durch Inversion hervor.

Da die Fermiflache und die Blochzustéande auf ihr fir den wereten Fall berechnet
wurden (Stérungsrechnung 1. Ordnung), haben sie die vobleskhe Symmetrie. Jeweils
vier der 48 zueinander symmetrischéﬁunkte liegen in derselben Ebene. Sie gehen aus-
einander durch Spiegelung an den in Anhang C.1 eingezdammhiehsen hervor. Man
kann die Berechnung des Schnittverlaufs daher auf deme@stadranten jeder Ebene be-
schranken. Zudem kann man die Inversion ausnitzen und mumeBbmit Scharparameter
K- b > 0 betrachten.

Zur numerischen Lésung der Transportgleichung erwies sioh Aufteilung des Be-
reichsk-b=0... xin 13 Schnittebenepk-b = 3x ... I} als ausreichend.

Bei dieser Aufteilung kbnnen Umklapp-Prozesse (q‘:lﬁ # 0) nur in der aul3ersten (13.)
Schnittebene auftreten, denn Kiin der 12. Ebene wiirden mit

— — S| = —
~K'-b==r-K-Bz2r :k’-b:—i—gn<—1.033'r (C.1)

die Zustand&’ schon auRerhalb der Fermiflache liegen.
Die iterative Bestimmung der Punkte auf der Fermiflache sehrkurz erlautert.

In den Zylinderkoordinaten, die in Abschnitt 4.6.2 eindetiwurden, beschreiben die
in Abschnitt 4.6.1 angegebenen Schnitte eine Parametngjeder Fermiflache ajls =
p(Z ¢).

Die Schnittebenen sind darin durzh=" const. ausgezeichnet.

Auf einer bestimmten Schnittebene Egit im ersten Quadranten zum Winkele [0; 7]
ein Punkt in der N&he der Fermiflache.
Zu Kk 5t berechnet man mit Hilfe des MAPW-Verfahrens die Eneégg'a?t und den Ener-

giegradienterggr?ﬂqz(‘JgaIt fur das Bandh, welches der Fermi-Energie am nachsten ist.

Daraus gewinnt man mittels

8': B 8|2a|t (C 2)

IZ)neu = lZ)alt + ﬁg-Ak mit Ak == ———
o,
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eine verbesserte Approximation der Fermiflache in der desacRichtungr ist da-
bei der Einheitsvektor vom Mittelpunkt der Schnitteben®iohtung des vorgegebenen
Winkelsg. Dies garantiert, dakneyund K a1t auf derselben Schnittebene liegen.

DieserKneu Vektor geht nun wieder in die Iteration ein, und man gelasgton nach
wenigen Iterationsschritten mit hoher Genauigkeit aufraiemiflache.

In den Zylinderkoordinaten betrachtet, wird zu vorgeg&en und¢ der Radius(z ¢)
iterativ bestimmt.
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D Behandlung der Transportgleichung als lineares
Gleichungssystem

Ausgehend von (3.32) kann man die diskretisierte Trangf@chung auch als drei linea-
re Gleichungssysteme

Y

—K

— V%K = V’gK - BK mlt V’ =1-V K = 1,2,3 (Dl)

aufassen. Dies entspricht dem eigentlichen NystromscheaManh [2].
Die Unterscheidung der dré—Richtungerk =1, 2, 3 soll einstweilen entfallen.

Die Eigenschaft voiv , in NZ einzelne Blocke zu zerfallen (siehe Abschnitt 4.6), Gber-
tragt sich auch alW’. Damit kann man das lineare Gleichungssystem (D.N4idineare
Gleichungssysteme

V@Y= R a=1...,NZ (D.2)

mit entsprechend niedrigerer Dimension zerlegen. Die hgguder Transportgleichung
(D.1) ist dann uber di¢* aus (D.2) abschnittsweise definiert.

Der Versuch, diese Gleichungssysteme numerisch zu loskeeitsrt zuerst an der Singu-
laritét der MatrizerV’®® | da jede einen Rangdefekt von 1 aufweist.

Die Losungeny® von (D.2) sind nicht eindeutig, sondern mit den Losung?émier ho-
mogenen Gleichungssysteme

Veel=0  a=1...,NZ (D.3)
ist der ganze eindimensionaldfiae Unterraum
(v 1y =yg+u-d;. neR| (D.4)
Ldsungsraum von (D.2).

Fur den Leitfahigkeitstensor erhalt man mit dé&vdimensionalen Skalarprodulite b
aus (3.33)

~ lﬁ. R. (D.5)
Wenn die Addition der homogenen Losua}g zur inhomogenen Losunag den Wert

einer Komponente des Leitfahigkeitstensors andert, sergiiert diese Komponente da
durch Addition eines beliebigen Vielfachen ven zu gjdle Komponente jede Grenze

Ubersteigen kann.
Wegen
¢0081:¢OOBZ:O und 90083;&0 (D.6)
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haben nur die Tensorkomponentefy endliche Werte, fur die,j # 3 gilt, also
011, 012, 021 UNd 02, DZW. 0y, 0y, oyx UNA Oy,

Um diese Komponenten berechnen zu kénnen, ist der RandakfeMatrizenV’*® zu
beheben.
Dazu kann man z.B. die Forderung

!

Yo gg =0 (D.7)
stellen, die aus dem Unterraum (D.4) ein eindeutiges EIveeherausgrelft Mit dieser
zusatzlichen Bedingung laRt sich die singul&fe< N-Matrix V"m zu einer regularen
(N=1) x (N=1)-Matrix V”** reduzieren, mit der das Gleichungssystem (D.2) gelost
werden kann.

Da ein homogener Lésungsanteil keinen Einfluf3 auf die biefieten Tensorkomponenten
hat, geniigt die so gewonnene Lds%rggzur Festlegung des Leitfahigkeitstensors.

Zur Bestimmung der homogenen Lbs@("’gformt man (D.3) zu

V/(mgg: (1 _ ch)gg — O

a Qo g (D8)
= ?o =1-V fo
um und erhaltfg als Eigenvektor der Matri¥*® zum Eigenwerfl = 1, d.h.
gg = f‘l’ mit f‘; aus (4.96) (D.9)

Dies stellt die Verbindung zu dem Verfahren her, das in deschhitten 3.2 und 4.6 be-
schrieben wurde.

Die Fredholmsche Alternative besagt namlich, dal3 die Pramgleichung, da es Eigen-
vektoreny zum Eigenwerfl = 1 gibt, nur fir solche Inhomogenitaté I6sbar ist, die
dazu orthogonal sind, d.h.

|
fl°BK =0, (D.10)
und fuhrt damit genau auf die Gleichung (D.6).

Da zu L6sung von (D.3) die Eigenvektoren Vi#fi* zu bestimmen sind, bietet hier das
Nystromsche Verfahren keinen Rechenzeitvorteil gegemdém Weg, der in Abschnitt
3.2 und 4.6 beschritten wurde. Die Fredholmsche Alterpadig Kriterium fir die Los-
barkeit der Transportgleichung erscheint jedoch elegamte klarer als die Behandlung
der Singularitaten der Matrizevy*.

Beide Verfahren reduzieren den Rechenaufwand gegenuteYaeationsverfahren von
Enskogund Kohler [20] um mindestens zwei Gréf3enordnungen, bei einer peiéht-
heren Genauigkeit, falls es gelingt, das in Abschnitt 54dpbechene Verhalten der Git-
tersummen auch hier zu bericksichtigen.
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