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1 Einleitung

Bei einem Metall mit idealem Kristallgitter erwartet man amTemperatur-Nullpunkt einen
verschwindenden elektrischen Widerstand, da keine Phononen mehr die Periodizität des
Kristallpotentials stören und somit die Bewegung der Leitungselektronen durch das Gitter
dämpfen. In einem realen Kristall führen jedoch die vorhandenen Gitterbaufehler, welche
die Periodizität aufheben, zu einem deutlichen, nicht-verschwindenden Restwiderstand.
Neben anderen Gitterbaufehlern, wie Zwischengitteratomen oder Korngrenzen, wird die-
ser Restwiderstand von den Versetzungen verursacht. Letztere entstehen z.B. bei Kaltver-
formungen des Werkstoffs.

Um den Widerstand der Schraubenversetzungen zu berechnen,geht man von einer homo-
genen, isotropen Versetzungsverteilung aus. Diese Annahme erlaubt es, die Berechnung
auf eine einzelne einzuschränken, wenn man von Wechselwirkungen zwischen den Ver-
setzungen absieht.

Im Rahmen der Elastizitätstheorie bewirkt eine Versetzungein Verzerrungsfeld, welches
sich in einer statischen Verschiebung der Atomrümpfe gegenüber ihren Ruhelagen im
idealen, versetzungsfreien Gitter ausdrückt.
Die beiden Versetzungstypen – Schraubenversetzung und Stufenversetzung – unterschei-
den sich darin, daß das Verzerrungsfeld der Schraubenversetzung keine Dilatation des
Kristallgitters bewirkt, die Verzerrung also volumenerhaltend ist, während bei der Stufen-
versetzung die Dilatation der dominierende Effekt ist [16].

Zur Bestimmung des Widerstands einer Versetzung ordnet manihr ein Deformationspo-
tential zu, an dem die Elektronen gestreut werden. Diese Streuung bewirkt Übergangs-
wahrscheinlichkeiten zwischen den Ein-Elektronen-Zuständen, aus denen sich mit Hilfe
der Transporttheorie der Leitfähigkeitstensor berechnenläßt.

SeegerundBross[26] konnten so in der Näherung freier Elektronen den Widerstand einer
Stufenversetzung berechnen. Da ihr Deformationspotential aber allein von der Dilatation
abhängig war, konnte damit einer (dilatationslosen) Schraubenversetzung kein Deforma-
tionspotential und somit auch kein Widerstand zugeschrieben werden. Andere Versuche,
den Widerstand einer Versetzung zu bestimmen, gingen zumeist von modellmäßigen De-
formationspotentialen aus. Eine Übersicht solcher Arbeiten findet man z.B. beiDonghol-
Diallo, MrosanundZiesche[12].

Die Diplomarbeiten vonHäberlen[16] (Stufenversetzungen) undSchindler[25] (Schrau-
benversetzungen), wie auch diese Arbeit, beschreiten einen aufwendigeren Weg, denn es
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wird die Streuung ungestörter Blochelektronen an einem Deformationspotential betrach-
tet, welches aus den selbstkonsistenten, effektiven Ein-Teilchen-Potentialen unterschied-
lich verzerrter Kristalle bestimmt wurde.

WährendHäberlen[16] den Widerstand einer Stufenversetzung aus den effektiven Ein-
Teilchen-Potentialen verschieden dilatierter Kristalleberechnete und so zu einem skalaren
Deformationspotential kam, zerlegteSchindler[25] das Verzerrungsfeld der Schrauben-
versetzung in volumenerhaltende Verzerrungen und gelangte zu einem tensoriellen De-
formationspotential, mit dem aber die antisymmetrischen Komponenten des Verzerrungs-
tensors noch nicht erfaßt werden konnten.
Mit dem vonBrossundHäberlen[10] eingeführten „modifizierten Deformationspotenti-
al“, welches in dieser Arbeit verwendet wird, ist es möglich, auch die antisymmetrischen
Verzerrungsanteile zu berücksichtigen.

Wie beiHäberlenundSchindlerwird auch in dieser Arbeit die Verzerrung innerhalb ei-
ner Elementarzelle jeweils als konstant angesehen, wodurch man die Matrixelemente des
Deformationspotentials als Summe über verschieden homogen verzerrte Elementarzellen
erhält.

Somit kann durch die Untersuchung derStreuung von Blochelektronen am Verzerrungs-
feld einer Schraubenversetzung in Kupferein Wert für den spezifischen elektrischen Wi-
derstand von Schraubenversetzungen beiT = 0 K gewonnen werden.
Experimentell sind solche Werte nur schwer zugänglich, da zum einen aus dem Restwi-
derstand durch sorgfältige Analyse der Widerstandsänderung bei Kaltverformung, bzw.
bei der Erholung nach Kaltverformung, der Widerstandsanteil der Versetzungen her-
auspräpariert werden muß, und zum anderen Schrauben- und Stufenversetzungen i.a. ge-
meinsam auftreten.
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1.1 Konventionen

Wie schon im Vorwort erwähnt, wird allen Berechnungen die Temperatur 0 K zugrun-
degelegt. Alle internen Berechnungen finden in atomaren Einheiten (a.u.) statt, die End-
ergebnisse werden jedoch in SI-Einheiten angegeben. Die atomaren Einheiten sind durch

~ := 1 , e2 := 2 , me :=
1
2

definiert; daraus ergeben sich als Längen- und Energieeinheiten :

Längeneinheit = 1 Bohr = a0 :=
~

2

me2
= 0.529171Å

Energieeinheit = 1 Ryd = E0 :=
1
2

me4

~2
= 13.6058 eV

Die Typisierung der Variablen geschieht durch folgende Schreibweisen :

allg. dreidimensionale Vektoren~r ,~k

Gittervektoren ~R, ~K

Beträge von Vektoren r := |~r |
Einheitsvektoren ~no

Tensoren 2. Stufe σ , ρ

allg. Matrizen A,α

Für die Gitterkonstantea von Kupfer stehen zwei Werte zur Diskussion :

• a = 6.83121719a.u. = 3.61488Å

• a = 6.67720972a.u. = 3.53339Å

Der erste Wert ist der experimentell gefundene, der zweite ist die Gleichgewichts-
Gitterkonstante, bei der die nach dem MAPW-Verfahren (siehe Abschnitt 4.1) berechnete
Gesamtenergie des Kristalls ihr Minimum annimmt.

In dieser Arbeit wurde mit der Gleichgewichts-Gitterkonstantea = 6.67720972a.u. ge-
rechnet. Für die Endergebnisse (siehe Abschnitt 5) dürfte diese Abweichung von der Rea-
lität ohne großen Einfluß sein.
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2 Bestimmung des Versetzungspotentials

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie man aus der Elastizitätstheorie eine Metho-
de ableitet, das inhomogene, nichtperiodische Störpotential der Schraubenversetzung aus
homogenen, periodischen Potentialen zusammenzusetzen, und wie man daraus die Über-
gangswahrscheinlichkeiten für die Streuung an der Schraubenversetzung bestimmt.

2.1 Schraubenversetzung

In einem realen Kristall existieren immer auch Gitterbaufehler. Diese gliedern sich in
punktförmige Fehler, wie Fremdatome, Fehlstellen und Zwischengitteratome, lineare
Fehler, wie Schrauben- und Stufenversetzungen und zweidimensionale Fehler, wie Sta-
pelfehler und Korngrenzen.
In dieser Arbeit wird ausschließlich auf gerade, nichtaufgespaltene Schraubenversetzun-
gen eingegangen. Entsprechende Untersuchungen für Stufenversetzungen (in Aluminium)
findet man in der Diplomarbeit vonO. Häberlen[16].

Eine Schraubenversetzung kann man in Gedanken dadurch erzeugen, daß man in einen
Kristall mit einem Messer bis zur Mitte hineinscheidet und die getrennten Netzebenen
an der Schnittkante um einen Atomabstand gegeneinander verschiebt. Aus einer planaren
Netzebene wird dabei die Oberfläche einer Spirale – daher derName „Schraubenverset-
zung“ [19]. Das Ende des Einschnitts bezeichnet man als Versetzungslinie.

Versetzungslinie

Burgersvektor

Abbildung 2.1: Skizze einer Schraubenversetzung
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Eine Versetzung wird durch ihren Burgersvektor charakterisiert. Dieser liegt bei einer
Schraubenversetzung parallel zur Versetzungslinie und hat gerade die Länge der Verschie-
bung der Netzebenen gegeneinander.

Da der Burgersvektor stets möglichst kurz ist, aber doch einen ganzen Ebenenabstand
betragen muß [21], hat er in einem kubisch-flächenzentrierten Kristall typischerweise den
Wert 1

2[110].

Schraubenversetzungen verändern nicht nur die elektrische Leitfähigkeit, sondern haben
vor allem auch großen Einfluß auf die mechanischen Eigenschaften des Werkstoffs. Ihre
Anzahl gibt man in der Werkstoffkunde als Versetzungslänge pro Volumen an, also inmm

cm3 .
Ein geeignetes Maß für ihre Häufigkeit ist auch die Zahl der Versetzungen, die pro Flä-
chenelement aus der Oberfläche des Kristalls heraustreten.
Diese Versetzungsdichten liegen bei realen Kupferproben zwischen 107/cm2 und
1014/cm2 [3, 24]. Im selben Bereich liegen auch die in dieser Arbeit benutzten Verset-
zungsdichten.

2.2 Elastizitätstheorie

Wie schon im Vorwort erwähnt, wird der Einfluß der Schraubenversetzung auf die Elek-
tronen über die Verschiebung~s berechnet, die ein jedes Atom gegenüber dem verset-
zungsfreien Gitter erfährt. Soweit die Verschiebungen klein sind, läßt sich die lineare
Elastizitätstheorie anwenden. Hier ist die entscheidendeGröße der Deformationstensor

d = (di j ) :=
∂si

∂r j
, (2.1)

wobei~sdie Verschiebung ist, die der Ortsvektor~r erfährt. Dieser Deformationstensor wird
im allgemeinen ortsabhängig sein.

Es ist üblich, den Deformationstensor in einen symmetrischen Anteil ǫ und einen anti-
symmetrischen Anteilϕ aufzuspalten :

Verzerrungstensor ǫ ǫi j :=
1
2

(

∂si

∂r j
+
∂sj

∂r i

)

Verdrehungstensorϕ ϕi j :=
1
2

(

∂si

∂r j
−
∂sj

∂r i

) (2.2)

mit d = ǫ + ϕ, und ϕii = 0
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Sei~r ein Punkt in der Nähe von~R, so daß△~r := ~r − ~R als klein angesehen werden darf,
dann gilt im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie

~r ′ := ~r + ~s(~r) = ~r + ~s(~R) + d · △~r

⇒ △~r ′ := ~r ′ − ~R′ = △~r + d · △~r = (1+ d) · △~r .
(2.3)

Falls diese Deformation volumenerhaltend ist, muß demnach

det(1+ d)
!
= 1 (2.4)

gelten, was sich bei Vernachlässigung von Termen ab der OrdnungO(di j
2) auch als

Spur(d)
!
= 0 (2.5)

ausdrücken läßt.

Wählt man ein zylindrisches Koordinatensystem (ρ, ẑ, ϕ) so, daß die Versetzunglinie auf
der Zylinderachse liegt, bewirkt eine Schraubenversetzung mit dem Burgersvektor~b :=
b · ~êz nachSommerfeld[27] folgendes Verschiebungsfeld :

sρ = sϕ = 0 , ŝz = −
b
2π

ϕ (2.6)

Um die Verhältnisse in einem kubisch-flächenzentrierten Kupferkristall zu beschreiben,
wählen wir ein kartesisches Koordinatensystem (x, y, z), das im folgenden als „kubisch“
bezeichnet wird, und in dem die Gitterplätze des unverzerrten, versetzungsfreien Kristalls
bei

~R=





















0
0
0





















,
a
2





















1
1
0





















, a





















1
0
0





















, usw. liegen. (2.7)

In diesem Koordinatensystem legen wird den Burgersvektor auf

~b :=
a
2





















1
−1

0





















(2.8)

fest. Die Transformation obiger Zylinderkoordinaten (ρ, ẑ, ϕ) in das kubische Koordina-
tensystem (x, y, z) erfolgt mittels

x = (ρ cosϕ + ẑ)/
√

2 ,
y = (ρ cosϕ − ẑ)/

√
2 ,

z = ρ sinϕ .
(2.9)
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Für das Verschiebungsfeld folgt daraus

~s(~r) = − b

2π
√

2
arctan













√
2z

x+ y













·





















1
−1

0





















. (2.10)

Mit der Gleichung (2.1) ergibt sich als Deformationstensor

d =
(

∂si

∂r j

)

=
b

2π((x+ y)2 + 2z2)





















+z +z −(x+ y)
−z −z +(x+ y)
0 0 0





















, (2.11)

oder zerlegt nach symmetrischen und antisymmetrischen Anteilen

d =
b

2π((x+ y)2 + 2z2)

























+z 0 −1
2(x+ y)

0 −z +
1
2(x+ y)

−1
2(x+ y) +1

2(x+ y) 0

























+

b
2π((x+ y)2 + 2z2)

























0 +z −1
2(x+ y)

−z 0 +
1
2(x+ y)

+
1
2(x+ y) −1

2(x+ y) 0

























. (2.12)

Im weiteren erweist sich folgende Zerlegung als sinnvoll :

d = ǫxx





















1 1 0
−1 −1 0

0 0 0





















+ ǫxz





















0 0 2
0 0 −2
0 0 0





















(2.13)

mit ǫxx :=
z · b

2π((x+ y)2 + 2z2)
und ǫxz :=

−1
2(x+ y) · b

2π((x+ y)2 + 2z2)

Derartige Vorfaktorenǫ vor einer konstanten Matrix werden hier als „Verzerrungsstär-
ken“ bezeichnet. Mit (2.8) gilt außerdemb = |~b| = a/

√
2.

2.3 Darstellung des Deformationspotentials und der
Übergangswahrscheinlichkeiten

Unter dem Versetzungspotential△V verstehen wir die Differenz der effektiven Ein-
Teilchen-Potentiale des gestörten, versetzungsbehafteten Kristalls und des ungestörten,
versetzungsfreien Kristalls.
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In Abschnitt 3 werden zur Lösung der Boltzmanngleichung dieWahrscheinlichkeiten
W(n′~k′, n~k) der Übergänge benötigt, die dieses Versetzungspotentialzwischen den Zu-
ständen|n~k〉 und |n′~k′〉 der Kristallelektronen bewirkt. Die Übergangswahrscheinlich-
keiten gewinnt man nachFermis Goldener Regelunmittelbar aus den Matrixelementen
〈n′~k′|△V|n~k〉, d.h. im Rahmen zeitabhängiger Störungsrechnung 1. Ordnung wirkt das
Versetzungspotential△V als Störoperator.
Die Einzelheiten dieser Rechnung sind in Abschnitt 4 erläutert.

Von den|n~k〉’s genügt es vorerst zu wissen, daß es sich um Blochzustände handelt, die
Wellenfunktionen also die Bedingung

ψn~k(~r + ~R) = ei~k·(~r+~R) un~k(~r + ~R)

= ei~k·~R ei~k·~r un~k(~r) = ei~k·~Rψn~k(~r) (2.14)

erfüllen.

NachBrossund Häberlen[10] kann man das nichtperiodische, aber räumlich langsam
veränderliche Versetzungspotential△V einer Schraubenversetzung dadurch approximie-
ren, daß man den Deformationstensord(~r) innerhalb der einzelnen ElementarzellenC(~R)
als konstant annimmt und das Potential in jeder Zelle durch das eines entsprechend ho-
mogen verzerrten Kristalls ersetzt1 :

△V(~r + ~R) ≈ Vhom(d(~R),~r + ~R) − Vhom(d = 0,~r + ~R) für ~r + ~R ∈ C(~R) (2.15)

Für einen beliebig homogen verzerrten Kristall läßt sich das PotentialVhom(d,~r) aus ei-
ner selbstkonsistenten MAPW-Rechnung (siehe Abschnitt 4.1) gewinnen. Da aber durch
die Schraubenversetzung jede Elementarzelle eine andere Verzerrungd(~R) als ihre Nach-
barzellen erfährt, benötigt man einen Ausdruck, der das Kristallpotential für beliebige
Deformationen wenigstens näherungsweise beschreibt.
Die Potenzreihenentwicklung

Vhom(d,~r) = Vhom(0,~r) + d : W̃(~r) (2.16)

1 Die benachbarten Zellen sind etwa gleich stark verzerrt, sodaß in guter Näherung die Verhältnisse
in C(~R) einem homogen verzerrten Kristall gleichen.
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des Kristallpotentials ( bis zu linearen Termen in der Verzerrung ) mit dem „modifizier-
ten Deformationspotential“̃W(~r) ist nachBrossund Häberlen[10] eine hierfür geeig-
nete Größe. Das modifizierte DeformationspotentialW̃(~r) unterscheidet sich vom nicht-
modifizierten2 W(~r) mit

Vhom(d, d~r) = Vhom(0,~r) + d : W(~r)

durch die Orte~r , bzw.d~r, an denen die PotentialeVhom(d,~r) verglichen werden.
Der Operator „ : “ entspricht der Spur des Produktes beider Tensoren :

d : W̃(~r) := Spur(d · W̃(~r)) =
3

∑

i j=1

di j W̃ ji (~r) (2.17)

W̃(~r) wird aus (2.16) durch den Grenzwert lim‖d‖ → 0 bestimmt.Vhom(0,~r) ist das ef-
fektive Ein-Teilchen-Potential eines unverzerrten Kupferkristalls.
Die bisher gemachten Näherungen und alle weiteren setzen voraus, daß die auftretenden
Deformationen klein und nur langsam ortsveränderlich sind.
Die Faktorenǫxx(~R) undǫxz(~R) aus (2.13) zeigen jedoch auf der Versetzungslinie eine Sin-
gularität. Auch Abbildung 2.1 läßt erkennen, daß die Verzerrung der Elementarzellen im
Versetzungskern, der Umgebung der Versetzungslinie, sehrgroß ist. Daǫxx(~R) undǫxz(~R)
aber nur mit 1

R⊥
abfallen, wobeiR⊥ den Abstand von der Versetzungslinie bezeichnet,

besteht der überwiegende Teil des Einflußbereichs der Schraubenversetzung aus gering
verzerrten Elementarzellen, so daß die gemachten Näherungen, insbesondere wenn man
den Versetzungkern ausschließt (siehe Abschnitt 4.5.2), nicht zu grob sind.

Setzt man diese Näherungen für die Schraubenversetzung unddas Blochtheorem für die
Elektronenzustände voraus, ergibt sich für das Matrixelement 〈n′~k′|△V|n~k〉 nachBross
undHäberlen[10]

〈n′~k′|△V|n~k〉 ≈ 〈n′~k ′| d(~r) : W̃(~r) |n~k〉

≈ ∑

~R

〈n′~k ′|W̃(~r)|n~k〉C(~R) : d(~R)

= 〈n′~k ′|W̃(~r)|n~k〉C(~0) :
∑

~R

d(~R) ei(~k−~k′)·~R .

(2.18)

Damit faktorisiert das Matrixelement in zwei Terme, wobei der erste mit dem modifizier-
ten Deformationspotential̃W(~r) die Änderung des Kristallpotentials bei einer beliebigen
Deformation beschreibt, während der zweite eine Summe überdas Verzerrungsfeld der

2 Da das nicht-modifizierte Deformationspotential im weiteren nicht mehr auftritt, wird die Unter-
scheidung fallengelassen und es ist immer das modifizierte Deformationspotential gemeint.
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Schraubenversetzung darstellt und völlig unabhängig von der elektronischen Struktur des
Kristalls ist. Aus den Gleichungen (2.13),(2.17) und (2.18) erhält man

〈n′~k′|△V|n~k〉 =
∑

~R

ǫxx(~R) ei~q·~R
3

∑

i j=1





















1 1 0
−1 −1 0

0 0 0





















i j

〈n′~k′|W̃ ji (~r)|n~k〉 +

∑

~R

ǫxz(~R) ei~q·~R
3

∑

i j=1





















0 0 2
0 0 −2
0 0 0





















i j

〈n′~k′|W̃ ji (~r)|n~k〉 (2.19)

mit ~q := ~k− ~k′

und daraus

〈n′~k′|△V|n~k〉 = 〈n′~k′|Wxx(~r)|n~k〉
∑

~R

ǫxx(~R) ei~q·~R
+

〈n′~k′|Wxz(~r)|n~k〉
∑

~R

ǫxz(~R) ei~q·~R , (2.20)

mit Wxx(~r) := W̃11(~r) + W̃12(~r) − W̃21(~r) − W̃22(~r)

und Wxz(~r) := 2W̃13(~r) − 2W̃23(~r) .bb

Es ist zu beachten, daß in den Formeln (2.13) bzw. (2.19) der vollständige Deformations-
tensord verarbeitet wurde und nicht nur dessen symmetrischer Verzerrungsanteilǫ, wie
es beiSchindler[25] der Fall war.

2.4 Bestimmung des Deformationspotentials

Aus Gleichung (2.20) folgt, daß nicht alle neun Komponentendes Tensors̃W(~r) benötigt
werden, sondern daß es genügt, die Terme Wxx(~r) und Wxz(~r) auswerten zu können. Im
Grenzfall lim‖d‖ → 0 liefert (2.16) eine Bestimmungsgleichung fürW̃(~r). Man kann eine
Kombination tetragonaler und rhomboedrischer Verzerrungen, sowie starrer Rotationen
des Kristalls angeben, deren Grenzwerte für verschwindende Verzerrungsstärkenǫ gerade
Wxx(~r) und Wxz(~r) ergeben.
Es beschreiben

d I := ǫ





















1 0 0
0 −2 0
0 0 1





















und d II := ǫ





















−2 0 0
0 1 0
0 0 1





















(2.21)
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zwei volumenerhaltende, tetragonale Verzerrungen des Kupferkristalls.
Für einen Satz kleiner Verzerrungsstärken3 werden selbstkonsistente Potentiale der ho-
mogen verzerrten Kristalle berechnet. Da sichd II mit einer Symmetrieoperation ind I
überführen läßt,

d II :=





















0 1 0
1 0 0
0 0 1





















d I





















0 1 0
1 0 0
0 0 1





















−1

(2.22)

⇒ Vhom(d II ,~r) = Vhom(d I ,





















0 1 0
1 0 0
0 0 1





















−1

· ~r) , Abb. 2.2 :

Tetragonale Verzerrung

eines Würfels

genügt es, die selbstkonsistenten Potentiale für die tetragonale Verzerrungd I auszuwer-
ten. Mit (2.16) gilt

lim
ǫ→0

1
ǫ

[

Vhom(d I ,~r) − Vhom(0,~r)
]

=





















1 0 0
0 −2 0
0 0 1





















: W̃(~r)

= W̃11 − 2W̃22 + W̃33 und

lim
ǫ→0

1
ǫ

[

Vhom(d II ,~r) − Vhom(0,~r)
]

=





















−2 0 0
0 1 0
0 0 1





















: W̃(~r)

= −2W̃11 + W̃22 + W̃33

⇒ lim
ǫ→0

1
3ǫ

[

Vhom(d I ,~r) − Vhom(d II ,~r)
]

= W̃11 − W̃22 .

(2.23)

Betrachtet man noch eine starre Rotation des Kristalls um die Achse





















0
0
−1





















, so gilt

d III := ϕ





















0 1 0
−1 0 0

0 0 0





















und Vhom(d III ,~r) = Vhom(0, d−1
III ~r) . (2.24)

3 z.B.: ǫ ∈ {0;±2 · 10−4;±5 · 10−4} (siehe Abschnitt 4.3)
Für die Abbildungen 2.2 und 2.3 wurdeǫ := 10−2 gewählt.
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Es muß daher kein neues selbstkonsistentes Potential für den gedrehten Kristall berechnet
werden. Aus (2.16) folgt

lim
ϕ→0

1
ϕ

[

Vhom(d III ,~r) − Vhom(0,~r)
]

= W̃12− W̃21 , (2.25)

was zusammen mit (2.23) gerade Wxx(~r) bildet :

lim
ǫ→0

1
3ǫ

[

Vhom(d I ,~r) − Vhom(d II ,~r)
]

+ lim
ϕ→0

1
ϕ

[

Vhom(d III ,~r) − Vhom(0,~r)
]

=

W̃11 + W̃12 − W̃21− W̃22 =Wxx(~r) . (2.26)

Setzt man nochϕ ≡ ǫ, so ergibt die rechte Gleichungsseite eine Größe

Vxx(ǫ,~r) :=
1
3

[

Vhom(d I ,~r) − Vhom(d II ,~r)
]

+

[

Vhom(d III ,~r) − Vhom(0,~r)
]

, (2.27)

deren Ableitung
∂Vxx(ǫ,~r)

∂ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

=Wxx(~r) (2.28)

sich aus dem Satz der vorliegenden selbstkonsistenten Potentiale verschieden starker Ver-
zerrung dadurch berechnen läßt, daß man an jedem festen Ort~r ein Ausgleichspolynom
durch dieVxx(ǫ,~r)-Werte legt und dessen Steigung an der Stelleǫ = 0 bestimmt.

Für Wxz(~r) geht man analog vor. Aus den beiden volumenerhaltenden, rhomboedrischen
Verzerrungen

d IV := ǫ





















0 1 1
1 0 −1
1 −1 0





















und d V := ǫ





















0 1 −1
1 0 1
−1 1 0





















, (2.29)

zwischen denen wieder eine Symmetrieoperation vermittelt,

d V :=





















1 0 0
0 1 0
0 0 −1





















d IV





















1 0 0
0 1 0
0 0 −1





















−1

(2.30)

⇒ Vhom(d V ,~r) = Vhom(d IV ,





















1 0 0
0 1 0
0 0 −1





















−1

· ~r) ,
Abb. 2.3 :

Rhomboedr. Verzerrung

eines Würfels
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und den beiden starren Rotationen um die Achsen





















0
1
0





















und





















1
0
0





















,

d VI := ϕ





















0 0 1
0 0 0
−1 0 0





















mit Vhom(d VI ,~r) = Vhom(0, d−1
VI ~r) ,

d VII := ϕ





















0 0 0
0 0 −1
0 1 0





















mit Vhom(d VII ,~r) = Vhom(0, d−1
VII ~r) ,

(2.31)

bildet man

Vxz(ǫ,~r) := 1
2

[

Vhom(d IV ,~r) − Vhom(d V ,~r)
]

+

[

Vhom(d VI ,~r) − Vhom(0,~r) + Vhom(d VII ,~r) − Vhom(0,~r)
]

,
(2.32)

wobei wiederϕ ≡ ǫ gesetzt wurde.

Die Ableitung
∂Vxz(ǫ,~r)

∂ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ǫ=0

=Wxz(~r) (2.33)

wird analog zu Wxx(~r) ausgewertet.

Die hierzu nötigen Sätze selbstkonsistenter tetragonalerund rhomboedrischer Kristall-
potentiale wurden nach dem MAPW-Verfahren (siehe Abschnitt 4.1) berechnet und mir
dankenswerterweise von Herrn Prof. Dr. H. Bross zur Verfügung gestellt.

Die Zerlegung des Deformationstensors in tetragonale bzw.rhomboedrische Verzerrun-
gen und Drehungen bringt den Vorteil mit sich, daß die einzelnen Anteile relativ ho-
he Symmetrie (tetragonal 16-fach, rhomboedrisch 12-fach,Drehung 48-fach) behalten,
was den Rechenaufwand zur selbstkonsistenten Bestimmung der effektiven Ein-Teilchen-
Potentiale drastisch verringert.

Somit ist es möglich, aus den Potentialen homogen verzerrter Kristalle die Matrixelemen-
te 〈n′~k′|△V|n~k〉 der Streuung der Blochelektronen am Potential△V der Schraubenverset-
zung zu bestimmen.
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3 Transporttheorie

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man aus der elektronischen Struktur und den Über-
gangswahrscheinlichkeiten aus Abschnitt 2 den elektrischen Leitfähigkeitstensor dadurch
bestimmt, daß man die Boltzmanngleichung in eine inhomogene, lineare Integralglei-
chung mit symmetrischem Kern überführt und auf einem diskreten~k-Raster löst.

3.1 Boltzmanngleichung

Wie üblich [1, 20] ist der Ausgangspunkt zur Beschreibung des Elektronentransports und
damit auch der elektrischen Leitfähigkeit die Boltzmannsche Transportgleichung. Die
Anwendbarkeit dieses semiklassischen Zugangs auf ein quantenmechanisches Streupro-
blem konnte, zumindest für die Streuung an Gitterverunreinigungen, durch feldtheoreti-
sche Überlegungen bestätigt werden [23].

Für die Verteilungsfunktionf (~k) der Elektronen lautet die Boltzmanngleichung im statio-
nären Fall

(

∂ f
∂t

)

Stöße
+

(

∂ f
∂t

)

Felder
= 0 . (3.1)

Der Stoßterm gibt in unserem Fall die Änderung der Verteilungsfunktion durch die An-
wesenheit der Schraubenversetzung im Gitter an, während der Feldterm die Änderung
durch ein konstantes, homogenes äußeres~E-Feld beschreibt. Es wird dabei die Abwesen-
heit von Magnetfeldern und eine konstante Temperatur vonT = 0 K vorausgesetzt. Damit
ergibt sich der Feldterm zu

(

∂ f
∂t

)

Felder
=

e
~

~E · ~grad~k f (~k) . (3.2)

Für den Stoßterm gilt
(

∂ f
∂t

)

Stöße
= − 1

(2π)3

∫

1. BZ

{ W(~k′,~k) f (~k) [1 − f (~k′)]−

W(~k,~k′) f (~k′) [1 − f (~k)] } d3k′ ,

(3.3)

wobeiW(~k′,~k) die Wahrscheinlichkeit einer Streuung vom Zustand|n~k〉 nach|n′~k′〉 angibt
(die Bandindizesn, n′ wurden weggelassen). Dem Pauliprinzip wird dadurch Rechnung
getragen, daß die Streuung nur in unbesetzte Zustände erfolgen kann.
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Genauer ist 1
(2π)3 W(~k ′,~k) d3k′dt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Zustand|n~k〉 in-

nerhalb der Zeit dt in einen Zustand|n′~k ′〉 der infinitesimalen Zelle d3k′ um~k ′ gestreut
wird.

In zeitabhängiger Störungstheorie 1. Ordnung [1, 22] erhält man für die elastische Streu-
ung am Versetzungspotential

W(~k,~k ′) =
2π
~

∣

∣

∣

∣

〈n′~k ′|△V|n~k〉
∣

∣

∣

∣

2
δ(E~k − E~k ′)

1
LA0

mit E~k = Energie des Zustands|n~k〉 .
(3.4)

1/LA0 ist die Zahl der Schraubenversetzungen pro Einheitsvolumen. Die unendliche Grö-
ßeL, die Länge der Versetzungslinie (siehe Abschnitt (4.5.1)), wird sich mit dem entspre-
chenden Faktor in|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 wegkürzen.
Man sieht, daß die Übergangswahrscheinlichkeiten symmetrisch in~k und~k ′ sind, d.h.

W(~k,~k ′) =W(~k ′,~k) . (3.5)

Unter dieser Voraussetzung vereinfacht sich (3.3) zu
(

∂ f
∂t

)

Stöße
= − 1

(2π)3

∫

1. BZ

W(~k ′,~k) { f (~k) − f (~k ′)} d3k′ . (3.6)

Damit lautet die Transportgleichung

1
(2π)3

∫

1. BZ

W(~k ′,~k) { f (~k) − f (~k ′)} d3k′ =
e
~

~E · ~grad~k f (~k) . (3.7)

Da das gesuchte Endergebnis dieses Abschnitts der elektrische Leitfähigkeitstensorσ
bzw. der Widerstandstensorρ ist, ist es zulässig, von schwachen~E-Feldern auszugehen,

und deshalb die Verteilungsfunktionf (~k) zu linearisieren

f (~k) = f0(~k) − ∂ f0
∂E~k
Φ(~k) . (3.8)

Dabei ist f0(~k) die Verteilung im feld- und versetzungsfreien Fall, also die Fermivertei-
lung. Insbesondere gilt

f0(~k) =

{

1 falls E~k < EFermi
0 falls E~k > EFermi

, da T = 0 K . (3.9)

Φ(~k) sei linear in~E und von der Form

Φ(~k) = ~E · ~X(~k) . (3.10)
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Macht man von den Beziehungen

(3.9) ⇒
(

f0(~k) − f0(~k′)
)

· δ(E~k − E~k ′) ≡ 0 ,

~grad~k f (~k) =
∂ f0
∂E~k

(~k) ~grad~kE~k + O (Φ)
(3.11)

Gebrauch, lautet mit (3.4) die Gleichung (3.7)

− 1
(2π)3

2π
~

1
LA0

∫

1. BZ

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 δ(E~k − E~k ′) ·
{

∂ f0
∂E~k

(~k)Φ(~k) − ∂ f0
∂E~k

(~k ′)Φ(~k ′)

}

d3k′ =
e
~

∂ f0
∂E~k

(~k) ~E · ~grad~kE~k ,
(3.12)

wobei nur lineare Terme inΦ und ~E mitgenommen, und gemischte, sowie höhere Terme
vernachlässigt wurden.
Für die Stromdichte kennt man die Beziehung [5]

~j = − 2e
(2π)3

1
~

∫

1. BZ

f (~k) ~grad~kE~k d3k , (3.13)

die mit (3.8) die Gestalt

~j =
2e

(2π)3

1
~

∫

1. BZ

∂ f0
∂E~k

(~k)Φ(~k) ~grad~kE~k d3k , (3.14)

annimmt, da mit der Fermiverteilungf0(~k) allein noch kein Nettostrom fließt.
Betrachtet man das Ohmsche Gesetz

~j = σ ~E bzw. ~E = ρ ~j , (3.15)

so ist das weitere Vorgehen klar :

Man bestimme zu drei linear unabhängigen Vektoren~Eκ, κ=1, 2, 3 die LösungΦκ(~k) der
Transportgleichung (3.12), berechne mittels (3.14) die hervorgerufenen Ströme~jκ und
werte nach (3.15) den Leitfähigkeits- bzw. Widerstandstensor aus.

Leider erweist sich die Auflösung der Transportgleichung (3.12) nachΦ(~k) in voller All-
gemeinheit mit analytischen Mitteln als unmöglich; es müssen daher weitere Annahmen
oder Näherungen gemacht werden.
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3.2 Diskrete Lösungsmethode für die Transportgleichung

Neben der Relaxationszeitnäherung [18] ist das Kohler-Enskogsche Variationsverfahren
[20], welches auch vonHäberlen [16] und Schindler[25] benutzt wurde, die übliche
Methode, eine approximative Lösung der Transportgleichung zu finden.

Hierzu geht man von einem Reihenansatz für die Lösung

Φ(~k) =
∑

n

anψn(~k) (3.16)

aus, dessen Ansatzfunktionenψn(~k) die passende Symmetrie besitzen müssen, um
Teilchenzahl- und Energieerhaltung sicherzustellen. DieKoeffizienten werden aus einer
Extremalforderung an den Ausdruck

"

1. BZ

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2
{

∂ f0
∂E~k

(~k)Φ(~k) − ∂ f0
∂E~k

(~k ′)Φ(~k ′)

}

·

δ(E~k − E~k ′)Φ(~k)d3k′ d3k

(3.17)

bestimmt, was physikalisch der Maximierung der zeitlichenEntropie-Erzeugungsrate auf
Grund der Stöße der Elektronen entspricht.

Hier soll jedoch ein anderer Weg beschritten werden, denn mit den heutigen numerischen
Methoden und der verfügbaren Rechnerleistung ist es möglich, die Transportgleichung
auf einem ausreichend dichten Raster von~k-Punkten direkt zu lösen :

Die Transportgleichung wird in eine inhomogene, lineare Integralgleichung mit symme-
trischem Kern übergeführt. Die Lösungψ(~k) der Integralgleichung erhält man als Line-
arkombination der Eigenfunktionenϕν(~k) ihres Kerns, wobei sich die Koeffizientenaν
dieser Linearkombination aus den Projektionen der Eigenfunktionen auf die Inhomogeni-
tät R(~k) ergeben [11].
Zur Auswertung der Integrale (3.12) und (3.14) über die Fermifläche wird man sich ei-
nes numerischen Integrationsverfahrens bedienen, im einfachsten Fall der Rechteckregel.
Dies führt zur Nyströmschen Methode [2] für die Lösung linearer, inhomogener Integral-
gleichungen. Dabei werden alle Berechnungen auf dem diskreten Stützstellenraster{~ki}
des Integrationsverfahrens durchgeführt.
Die Integralgleichung geht in eineN-dimensionale Vektor-Matrix-Gleichung über, wobei
N die Zahl der Stützstellen{~ki} bezeichnet. Zur Darstellung der Lösungψ(~k) als Line-
arkombination derϕν(~k) sind die Eigenfunktionen des reellen, symmetrischen Kerns der
Integralgleichung zu bestimmen. Durch die Diskretisierung reduziert sich dieses Problem
auf die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischenN×N-Matrix
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– ein Problem, das auch für große Matrizen zuverlässig und schnell numerisch gelöst wer-
den kann.

Nyströmfand, daß jeder diskret gewonnenen Lösung derN-dimensionalen Vektorglei-
chung eineindeutig eine kontinuierliche Lösung der Integralgleichung zugeordnet werden
kann, wenn man das Integral durch seine numerische Approximation ersetzt. Die Funk-
tionswerte beider Lösungen stimmen an den Stützstellen überein. In diesem Sinne ist die
diskret gefundene Lösung numerisch exakt.

Zunächst ist also die Gleichung (3.12) in eine inhomogene, lineare Integralgleichung mit
symmetrischem Kern überzuführen.

In die Transportgleichung (3.12) bzw.

∫

1. BZ

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 δ(E~k − E~k ′)
{

∂ f0
∂E~k

(~k)Φ(~k) − ∂ f0
∂E~k

(~k ′)Φ(~k ′)

}

d3k′ =

−(2π)2eLA0
∂ f0
∂E~k

(~k) ~E · ~grad~k E~k

(3.18)

geht als∂ f0/∂E~k die Ableitung der Fermiverteilung ein, die sich mitT = 0 K als

(3.9) ⇒ ∂ f0
∂E~k

(~k) = −δ(E~k − EF) (3.19)

darstellt. Die auftretendenδ-Distributionen reduzieren das dreidimensionale Integral über
die 1. Brillouin-Zone auf ein zweidimensionales Integral über die Fermifläche SF. Die
Volumenelemente d3k gehen mit

d3k =
dS(~k) · dE~k
|grad~k E~k|

, (3.20)

nach Integration über dE~k · δ(E~k − EF) in Flächenelemente über, die allerdings von~k
abhängen. Man erhält

∫

SF

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2{Φ(~k) −Φ(~k ′)} dS(~k ′)
|grad~k ′E~k ′ |

=

−(2π)2eLA0 ~E · ~grad~k E~k für ~k ∈ SF

(3.21)

und sieht, daß sich das Netz der~k-Punkte nur über die Fermifläche zu erstrecken braucht.
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CourantundHilbert [11] definieren den Prototyp einer inhomogenen, linearen Integral-
gleichung mit symmetrischem Kern als

f (s) = ϕ(s) − λ

∫

K(s, t)ϕ(t) dt mit K(s, t) = K(t, s) ∀ s, t . (3.22)

Gleichung (3.21) ist somit auf die Form (3.22) zu bringen.

Hierzu schreibt man (3.21) als

Φ(~k) ·
∫

SF

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 dS(~k ′)
|grad~k ′E~k ′ |

−
∫

SF

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2Φ(~k ′)
dS(~k ′)
|grad~k ′E~k ′ |

=

−(2π)2eLA0 ~E · ~grad~kE~k (3.23)

und führt die Substitutionen

U(~k) :=
∫

SF

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 dS(~k ′)
|grad~k ′E~k ′ |

und (3.24)

ψ̂(~k) := Φ(~k)
√

U(~k) ein. (3.25)

Dividiert man (3.23) durch
√

U(~k) erhält man

ψ̂(~k) −
∫

SF

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2
√

U(~k)
√

U(~k ′)
ψ̂(~k ′)

dS(~k ′)
|grad~k ′E~k ′ |

= −(2π)2eLA0
√

U(~k)

~E · ~grad~kE~k , (3.26)

was (3.22) schon ähnelt.

Um (3.26) auszuwerten, kann man das Integral über die Fermifläche durch eine zweidi-
mensionale Rechteckregel approximieren. Deren Stützstellennetz{~ki} wird für alle weite-
ren Berechnungen beibehalten, d.h. der Verlauf der in~k kontinuierlichen Funktionen wird
nur noch auf diesem diskreten Raster betrachtet. Damit vereinfacht sich (3.26) zu

ψ̂(~ki) −
∑

~kj

|〈n′~kj |△V|n~ki〉|2
√

U(~ki)U(~kj)
ψ̂(~kj)

△S(~kj)

|grad~kE~kj
| = −

(2π)2eLA0
√

U(~ki)

~E · ~grad~kE~ki
. (3.27)

Die Differentiale dS(~k) gehen dabei in endliche Flächenelemente△S(~kj) über.

Es würde sich auch anbieten, (3.27) als lineares Gleichungssystem zur Berechnung der
ψ̂(~ki) aufzufassen. Dies entspräche der eigentlichen Idee des Nyströmschen Lösungsver-
fahrens [2]. Das Auftreten von Eigenfunktionen zum Eigenwert λ = 1 in Abschnitt 4.6.3
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führt aber zu Singularitäten der Gleichungssysteme, die mit der Fredholmschen Alterna-
tive [11] verstanden und behandelt werden können (siehe Anhang D). Dazu müssen die
Eigenfunktionen des Kerns der Integralgleichung bekannt sein.
Daher ist es günstiger, die Darstellung vonψ̂(~ki) als Linearkombination der Eigenfunktio-
nen des Kerns zu bestimmen, wie im folgenden erläutert wird.

Numeriert man die~ki-Punkte von 1 bisN , kannψ̂(~ki) und die rechte Seite von (3.27)

R̂(~ki) := −(2π)2eLA0
√

U(~ki)

~E · ~grad~kE~ki
(3.28)

durchN-dimensionale Vektoren̂ψ undR̂ ausgedrückt werden, mit

ψ̂(~ki) = : ψ̂(i) ⇒ ψ̂ und R̂(~ki) = : R̂(i) ⇒ R̂ . (3.29)

Die Unterstreichung kennzeichnet hier ausnahmsweise Vektoren.
Damit läßt sich (3.27) als Vektorgleichung schreiben

ψ̂ − V̂ψ̂ = R̂ mit V̂i j :=
|〈n′~kj |△V|n~ki〉|2
√

U(~ki)U(~kj)

△S(~kj)

|grad~kE~kj
| . (3.30)

Wegen des Terms
△S(~kj)

|grad~kE~kj
| ist die MatrixV̂ aber noch nicht symmetrisch.

Mit den Definitionen

D(~ki) :=
△S(~kj)

|grad~k E~kj
| ,

ψ(~ki) := ψ̂(~ki)
√

D(~ki) = Φ(~ki)
√

D(~ki)U(~ki) ,

R(~ki) := R̂(~ki)
√

D(~ki) = −(2π)2eLA0

√

D(~ki)

U(~ki)
~E · ~grad~kE~ki

,

Vi j := V̂i j

√

√

D(~ki)

D(~kj)
= |〈n′~kj |△V|n~ki〉|2

√

√

D(~ki)D(~kj)

U(~ki)U(~kj)
,

(3.31)

erhält man die Gleichung
ψ − Vψ = R (3.32)

mit der reellen, symmetrischenN×N-Matrix V.
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Führt man einN-dimensionales Skalarprodukta • b :=
∑N

i=1 a(~ki)b(~ki) ein, findet man
allgemein für die Diskretisierung eines Integrals über dieFermifläche

∫

SF

f (~k) g(~k)
dS(~k)
|grad~k E~k|

⇐⇒ F •G mit
F(i) := f (~ki)

√

D(~ki)

G(i) := g(~ki)
√

D(~ki)
. (3.33)

Nach Courantund Hilbert [11] läßt sich die Lösung einer Integralgleichung vom Typ
(3.22) als Linearkombination der Eigenfunktionenϕn(s) des Kerns darstellen, wobei die
Reihe über die Eigenfunktionen absolut und gleichmäßig konvergiert.
Die Eigenfunktionen sind als

ϕn(s) = λn

∫

K(s, t)ϕn(t) dt ∀ s (3.34)

definiert. Im diskreten Fall der Gleichung (3.32) ergibt sich

ϕ
n
= λn V ϕ

n
mit ϕ(i)

n = ϕn(~ki) . (3.35)

Da V eine reelle, symmetrische Matrix ist, sind ihre Eigenwertereell und die Eigenräu-
me orthogonal. Es ist insbesondere möglich, die Eigenvektoren bzw. Eigenfunktionen zu
orthonormieren. Man beachte, daßλn die reziprokenEigenwerte der MatrixV sind.
Während im Kohler-Enskogschen-Variationsverfahren nur das Proximum auf einem
endlich-dimensionalen Ansatzraum bestimmt werden kann, bilden die{ϕ

n
} eine vollstän-

dige Orthonormalbasis des�N.
Setzt man nun die Darstellung vonψ in der Orthonormalbasis derϕ

n

ψ =
∑

n

an ϕ
n

(3.36)

in (3.32) ein, erhält man
∑

n

an (1− V)ϕ
n
= R ⇒

∑

n

an (1− 1
λn

)ϕ
n
= R , (3.37)

und nach Skalarproduktbildung mit einem der orthonormierten Eigenvektorenϕ
m

∑

n
an (

λn − 1
λn

)ϕ
n
• ϕ

m
= R• ϕ

m
mit ϕ

n
• ϕ

m
= δn,m

⇒ am =
λm

λm− 1
R• ϕ

m
.

(3.38)

Die Entwicklungskoeffizienten ergeben sich als Projektionen der Eigenlösungϕm(~k) auf
die InhomogenitätR(~k). Mit

Φ(~ki) =
1

√

U(~ki)D(~ki)

∑

n

an ϕn(~ki) (3.39)
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ist der Verlauf der LösungΦ(~k) auf dem Netz{~ki} bekannt, und es kann mit (3.14) der
zugehörige Strom berechnet werden. Man findet

~j = − 2e
(2π)3

1
~

∑

i

Φ(~ki) ~grad~kE~ki
D(~ki) . (3.40)

Wie am Ende des vorangegangenen Abschnitts erwähnt, kann man sich ein Dreibein von
~E-Vektoren vorgeben und zu jedem Vektor~Eκ , κ = 1, 2, 3 die LösungΦκ(~k) und den
Strom~jκ berechnen, woraus sich die neun Komponenten des Leitfähigkeitstensors be-
stimmen lassen. Nach

ρ = σ
−1 (3.41)

kann aus dem Leitfähigkeitstensorσ der Widerstandstensorρ berechnet werden.

Für den magnetfeld-freien Fall fordern sowohl die Onsagerschen Reziprozitätsbeziehun-
gen [1] als auch die Anschauung die Symmetrie des Leitfähigkeits- und Widerstandsten-
sors.

Es soll noch gezeigt werden, daß auch das angegebene Verfahren zu diesem Ergebnis
kommt.

Dazu führt man eine vektorwertige Funktion~P(~k) gemäß

~grad~kE~k = : − 1
(2π)2eLA0

√

U(~k)

D(~k)
~P(~k) (3.42)

ein, mit der sich (3.29) und (3.38) als1

R = ~E · ~P ⇒ an =
λn

λn − 1
~E · ~P • ϕ

n
(3.43)

darstellen.

Mit (3.42) und (3.43) läßt sich (3.40) als

~j =
2

(2π)5 ~LA0
ψ • ~P =

2
(2π)5 ~LA0

∑

n

an ϕ
n
• ~P

=
2

(2π)5 ~LA0

∑

n

λn

λn − 1
(~E · ~P • ϕ

n
)ϕ

n
• ~P

⇒ j(i) =
2

(2π)5 ~LA0

∑

n

λn

λn − 1

3
∑

j=1
(ϕ

n
• P( j)) (ϕ

n
• P(i)) E( j)

(3.44)

1 dreidimensionales Skalarprodukt~E · ~P(~ki)
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schreiben. Daraus folgt nach (3.15)

σi j =
2

(2π)5 ~LA0

∑

n

λn

λn − 1
(ϕ

n
• P( j)) (ϕ

n
• P(i)) , (3.45)

woraus die Symmetrieσi j = σ ji unmittelbar hervorgeht.
Man beachte, daß wegen (3.42)~P(~k) und deshalb auchσ proportional zuA0 sind, auch
wenn (3.45) den Anschein erweckt,σ wäre proportional zu 1/A0.

Aus der Nyströmschen Methode folgt, daß diese Darstellung bis auf die Approximation
des Integrals durch die Rechteckregel exakt ist.

Experimentell zugänglich [3] sind nur die isotropen Mittelwerte σ̄, ρ̄ der Tensoren. Da
sich die Tensoren unter DrehungenS ∈ S O(3) gemäß

σ gedreht= S−1 · σ ungedreht· S (3.46)

transformieren, erhält man als Mittelwert über alle Drehungen

σ̄





















1 0 0
0 1 0
0 0 1





















=
1
4π

∫

4π

S−1(Ω) · σ · S(Ω) dΩ . (3.47)

Diese Integration muß aber nicht ausgeführt werden, da die Spur der Tensoren unter den
Drehungen invariant ist. Bildet man von beiden Seiten der Gleichung (3.47) die Spur, so
findet man

σ̄ =
1
3

Spur(σ) . (3.48)

Für den mittleren spezifischen Widerstand ¯ρ gilt nach (3.41)

ρ̄ =
1
σ̄
. (3.49)

Damit ist es möglich, die berechneten Werte mit gemessenen zu vergleichen (siehe Ab-
schnitt 5).
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4 Durchführung der Berechnungen

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Schritte und Überlegungen dargestellt, die
zur numerischen Auswertung der bisher entwickelten Theorie nötig sind.

4.1 MAPW-Verfahren

Aus den bisherigen Ausführungen geht hervor, daß man, um dieTransportgleichung lö-
sen zu können, u.a. die Blochzustände|n~k〉 des unverzerrten Kristalls und die Gestalt der
Fermifläche, sowie den Energiegradienten~grad~kE~k darauf benötigt. Zur Bestimmung des
Deformationspotentials braucht man, wie in Abschnitt 2.4 gezeigt, die effektiven Ein-
Teilchen-Potentiale für den unverzerrten und eine Reihe unterschiedlich stark, rhomboe-
drisch oder tetragonal verzerrter Kristalle.
All das wurde mit dem MAPW-Verfahren nachBross[4, 6, 9] berechnet, daher sollen hier
dessen wesentliche Punkte erläutert werden.

Ausgangspunkt ist die Überlegung, daß das Potential, welches ein Elektron in einem Kri-
stallgitter verspürt, in der Nähe eines Atomrumpfes etwa sphärische Symmetrie aufweist,
mit einer Coulomb-Singularität am Ort des Kerns. In den Bereichen, die zwischen den
Atomrümpfen liegen, ist das Potential dagegen nur langsam ortsveränderlich1, für viele
Fälle wird es als konstant angenommen2.
In einem Gitter ohne Basis, wie es bei Kupfer der Fall ist, trennt man in jeder Elementar-
zelle den sphärischen, atomnahen Bereich I ( Innenraum ) vomatomfernen Bereich II
( Außenraum ) durch die sog. APW-Kugel, deren RadiusRAPW so groß gewählt wird,
daß die Kugel gerade noch in die Zelle hineinpaßt3.

Für die Wellenfunktion des Blochzustands|n~k〉macht man den Ansatz

ψn~k(~r) :=
∑

~K

v(n~k, ~K) ei(~k+~K)·~r
+ χn~k(~r) . (4.1)

Die ~K-Summe läuft über{~K | (~k+ ~K)2 ≤ QMAXSQ · (2π/a)2}, wobei der ParameterQMAXSQ
für das vorliegende Problem auf 15.00 gesetzt wurde4. Während die Summe über die

1 die sog. Warped-Muffin-Tin-Approximation
2 die sog. Muffin-Tin-Approximation
3 zur tatsächlichen Wahl der APW-Radien siehe Anhang A
4 zur tatsächlichen Wahl vonQMAXSQ siehe Abschnitt 4.3

26



ebenen Wellen in der ganzen Elementarzelle gilt, ist der Term χn~k(~r) nur im Innenraum
von Null verschieden. Denkt man sich die Summe über die ebenen Wellen gemäß

ei~k·~r
=

∞
∑

l=0

2l+1
∑

ν=1

(2l + 1) i l ηlν Ylν(~k
o) j l(|~k|r) (4.2)

nach Drehimpulsen entwickelt, so „sehen“ nur die Anteile der niedrigsten Drehimpul-
se 0, . . . , L das radiale Potential des Innenraums. Der Termχn~k(~r) muß daher für diese
Drehimpulse ihre Anteile im Innenraum durch eine Entwicklung nach Radialfunktionen
ersetzen, was durch die Form

χn~k(~r) =
L

∑

l=0

2l+1
∑

ν=1

(2l + 1) i l ηlν Ylν(~r
o) ·















∑

s

AslνRsl(r)

−
∑

~K

v(n~k, ~K) Ylν

(

(~k+ ~K)o
)

j l(|~k + ~K |r)



















(4.3)

erreicht wird.Ylν sind die reellwertigen Kugelflächenfunktionen,ηlν die zugehörigen Nor-
mierungsfaktoren (siehe (4.2)) undj l die sphärischen Besselfunktionen. DieRsl sind die
Lösungen der radialen Differentialgleichung des sphärisch-symmetrischen Innenraumpo-
tentials zu geeignet gewählten EnergienEsl ; die ~K-Summe läuft über die Werte aus (4.1).
Damit die Wellenfunktion überall stetig differenzierbar bleibt, muß auf der APW-Kugel

χn~k(~r)
!
= 0 und

∂

∂r
χn~k(~r)

!
= 0 ∀~r mit |~r | = RAPW (4.4)

gelten, was durch entsprechende Nebenbedingungen an dieAslν und v(n~k, ~K) realisiert
wird. Als AnzahlL der Drehimpulse in (4.3) genügt in unserem FallL := 3.

Mit den bereits vorhandenen Computerprogrammen war es mit obigem Ansatz möglich,
die Wellenfunktionen, die Fermienergie, den Energiegradienten und das selbstkonsistente
Potential für den unverzerrten Kristall, sowie für beliebig stark tetragonal oder rhomboe-
drisch verzerrte Kristalle zu berechnen.

Durch die Aufteilung der Elementarzellen in zwei Bereiche ergibt sich für das Potential
die Gestalt

V(~r) =























VI (~r) := Vrad(r) falls |~r | < RAPW

VII (~r) :=
∑

~K

V(~K) ei ~K·~r falls |~r | > RAPW
. (4.5)

Die begrenzte Zahl ebener Wellen in den MAPW-Ansatzfunktionen bewirkt, daß eine
endliche Fourierreihe des Außenraumpotentials genügt, umdie Wellenfunktionen zu be-
rechnen, d.h. würde man die Zahl der Fourierkoeffizienten des Potentials vergrößern, die
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Zahl der ebenen Wellen der Ansatzfunktionen aber beibehalten, würden sich die Wellen-
funktionen nicht verändern.
Die endlich Fourierreihe des Potentials genügt zwar, um dieWellenfunktionen zu be-
stimmen; um den tatsächlichen Verlauf des Außenraumpotentials VII (~r) wiederzugeben,
bräuchte man indes eine sehr viel größere Anzahl von Fourierkoeffizienten. Dies liegt
zum einen an der Coulomb-Singularität des Potentials im Zellenmittelpunkt, zum ande-
ren auch daran, daß das Potential im Innenraum sphärisch-symmetrisch, im Außenraum
jedoch beliebig ist, daß es also auf der APW-Kugel i.a. springt. Die Fourierreihe des Po-
tentials wird demnach in der Nähe der APW-Kugel „Überschwinger“ zeigen, die auch bei
Mitnahme sehr vieler Koeffizienten nicht verschwinden.
Dieser Effekt wird von der (Warped)-Muffin-Tin-Approximation des Potentials verursacht
und könnte durch Berücksichtigung nicht-sphärischer Anteile eliminiert werden.

Da zur Bestimmung des Deformationspotentials nach (2.27)(2.28) bzw. (2.32)(2.33) der
genaue Potentialverlauf benötigt wird, ist es unzulässig,auf die vorliegenden Fourierko-
effizienten zurückzugreifen, sondern es muß das vollständige Außenraumpotential aus der
Ladungsdichte konstruiert werden.
Die selbstkonsistenten RadialpotentialeVrad(r) können übernommen werden.

4.2 Bestimmung des Außenraumpotentials

Die zentrale Größe bei der Bestimmung des PotentialsVII (~r) ist die Ladungsdichte der
ebenen Wellen im Außenraum, die sich als

ρPW(~r) = ρ0 +

∑

~K,0

ρPW(~K) ei ~K·~r (4.6)

darstellt, mitρ0 als Mittelwert der Ladungsdichte der ebenen Wellen. Die Menge der
~K-Vektoren, zu denen es Fourierkoeffizienten gibt, wird durch die Auswahl der ebenen
Wellen der Ansatzfunktionen bestimmt und beinhaltet in unserem Fall etwa 50 Werte
(siehe Abschnitt 4.3).

Faßt man alle Beiträge zum Außenraumpotentials zusammen, wie sie z.B. vonBrossund
Eder [9] angegeben wurden (siehe Anhang B), erhält man

VII (~r) = 4πe2
∑

~K,0

ρPW(~K)
~K2

ei ~K·~r − 4πe2 ρ0

∑

~K,0

1
~K2

ei ~K·~r
+

µxc
[

ρPW(~r)
]

. (4.7)
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Der erste Term ist das Coulombpotential der ebenen Wellen. Der zweite Term ergibt das
Potential eines Gitters positiver Punktladungen in einem kompensierenden Ladungshin-
tergrund. Durch die sphärische Symmetrie des Innenraums wirkt dieser auf den Außen-
raum nämlich gerade wie eine Punktladung der Stärkeρ0 · VC, mit VC als Volumen der
Elementarzelle.
Mit dem dritten Term,µxc[ρ(~r)] , werden Austausch- und Korrelationseffekte berücksich-
tigt, da das Vielteilchenproblem der Elektronen des Festkörpers als effektives Einteil-
chenproblem behandelt wird. Dies geschieht im Rahmen des lokalen Dichtefunktional-
Formalismus nachHedinundLundqvist[17]; die Parameter wurden vonGunnarsonund
Lundqvist[15] angegeben.

Entsprechend gilt für den verzerrten Fall

VII (ǫ,~r) = 4πe2
∑

~Kǫ,0

ρPW(ǫ, ~Kǫ )
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r − 4πe2 ρ0(ǫ)
∑

~Kǫ,0

1
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r +

µxc
[

ρPW(ǫ,~r)
] − EF(ǫ) . (4.8)

Der Term−EF(ǫ) wird durch die Verzerrungsabhängigkeit der Fermienergieerforderlich,
denn für verschieden stark verzerrte Kristalle erhält man aus den MAPW-Berechnungen
leicht abweichende FermienergienEF(ǫ).
Tatsächlich liegt jedochein Kristall mit verschieden stark verzerrten Bereichen vor, zwi-
schen denen ein Elektronenaustausch stattfindet, bis sich ein Gleichgewicht einstellt. Die
Fermienergie muß daher eine globale Größe des Kristalls sein. Da es auf ihren absoluten
Wert nicht ankommt, darf man sie zu Null setzen. Dies erreicht man durch Subtraktion
vonEF(ǫ) in (4.8).

Durch die Endlichkeit der Fourierreihen der Ladungsdichtebereiten der erste und der
dritte Term keine Schwierigkeiten.

Die Reihe
∑

~K,0
1
~K2 ei ~K·~r des zweiten Terms erstreckt sich hingegen über das ganze re-

ziproke Gitter und konvergiert so langsam, daß eine direkteAufsummierung über eine
große, endliche Zahl von~K-Vektoren keinen brauchbaren Näherungswert liefert. Diese
Reihe wird daher nach dem Ewald-Verfahren [13, 16, 25, 14] ausgewertet. Mit dessen
Hilfe erhält man

∑

~K,0

1
~K2

ei ~K·~r
=

∑

~K,0

1
~K2

e−~K
2η ei ~K·~r

+

VC
4π

∑

~R

1

|~r + ~R|

[

1− erf
(

|~r+~R|
2
√
η

)]

− η .
(4.9)

Hierbei bewirkt der Parameterη, daß beide Reihen, die sich eigentlich über das ganze
Gitter erstrecken, schnell konvergieren und deshalb problemlos numerisch auszuwerten
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sind.VC ist das Volumen der Elementarzelle und erf die Fehlerfunktion5.
Somit ist es möglich, aus den gegebenen Fourierkoeffizienten der Ladungsdichte das voll-
ständige Potential im Außenraum zu konstruieren.

Um die Matrixelemente〈n′~k ′|△V|n~k〉 der Blochzustände des unverzerrten Kristalls mit
dem Störpotential der Versetzung auswerten zu können, sindnach Gleichung (2.20)
die Terme Wxx(~r) und Wxz(~r) des Deformationspotentials zu bestimmen, die über
(2.27) (2.28) bzw. (2.32) (2.33) als Ableitungen vonVxx(ǫ,~r) bzw. Vxz(ǫ,~r) nach der
Verzerrungsstärkeǫ definiert sind.

Bei den Deformationend I undd II aus (2.21) handelt es sich um homogene, tetragonale
Verzerrungen des Kristalls, beid IV und d V aus (2.29) um homogene, rhomboedrische
Verzerrungen und beid III , d VI undd VII aus (2.24) bzw. (2.31) um starre Drehungen des
unverzerrten Kristalls. Gemäß (2.22) und (2.30) kann jeweils eine tetragonale bzw. rhom-
boedrische Verzerrung durch eine kubische Symmetrieoperation in die andere übergeführt
werden.

Da auch im verzerrten Kristall das Potential innerhalb der APW-Kugel als sphärisch-
symmetrisch angesehen wird, tritt der sehr erfreuliche Effekt ein, daß sowohlVxx(ǫ,~r), als
auchVxz(ǫ,~r) und damit auchWxx(~r) undWxz(~r) im Inneren der APW-Kugel verschwin-
den. Es gelten nämlich mit

(2.22) : d II = : T1 d I T−1
1 ⇒ Vhom(d II ,~r) = Vhom(d I ,T

−1
1 ~r)

(2.30) : d V = : T2 d IV T−1
2 ⇒ Vhom(d V ,~r) = Vhom(d IV ,T

−1
2 ~r)

(2.24) : Vhom(d III ,~r) = Vhom(0, d−1
III~r)

(2.31) : Vhom(d VI ,~r) = Vhom(0, d−1
VI~r)

(2.31) : Vhom(d VII ,~r) = Vhom(0, d−1
VII~r) ,

(4.10)

für den Innenraum wegen

|T−1
1 ~r | = |T

−1
2 ~r | = |d

−1
III~r | = |d

−1
VI~r | = |d

−1
VII~r | = |~r | ∀~r (4.11)

5 erf(x) := 2√
π

∫ x

0
e−t2 dt
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die Beziehungen

Vhom(d II ,~r) = Vrad(d II , r) = Vhom(d I ,T
−1
1 ~r) = Vrad(d I , r)

Vhom(d V ,~r) = Vrad(d V , r) = Vhom(d IV ,T
−1
2 ~r) = Vrad(d IV , r)

Vhom(d III ,~r) = Vrad(d III , r) = Vhom(0, d−1
III~r) = Vrad(0, r)

Vhom(d VI ,~r) = Vrad(d VI , r) = Vhom(0, d−1
VI~r) = Vrad(0, r)

Vhom(d VII ,~r) = Vrad(d VII , r) = Vhom(0, d−1
VII~r) = Vrad(0, r) .

(4.12)

Durch die Definitionen (2.27) und (2.32) führt (4.12) dazu, daßVxx(ǫ,~r) undVxz(ǫ,~r) für
|~r | ≤ RAPW identisch Null sind, daß also der Innenraum keinen Beitrag zu den Matrixele-
menten〈n′~k ′|△V|n~k〉 liefert.
Die weiteren Berechnungen betreffen daher allein den Außenraum.

Für die ersten drei Summanden aus (4.8) werden folgende Abkürzungen verwandt :

Coulombpotential : VC(ǫ,~r) := 4πe2
∑

~Kǫ,0

ρPW(ǫ, ~Kǫ)
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r

Ewaldpotential : VE(ǫ,~r) := −4πe2ρ0(ǫ)
∑

~Kǫ,0

1
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r

Austausch- und
Korrelationspotential

: Vxc(ǫ,~r) := µxc
[

ρPW(ǫ,~r)
]

(4.13)

Die DichteρPW(ǫ,~r) erhält man durch Aufsummieren der Fourierreihe aus (4.6).

Das Außenraumpotential stellt sich somit als

VII (ǫ,~r) = VC(ǫ,~r) + VE(ǫ,~r) + Vxc(ǫ,~r) − EF(ǫ) (4.14)

dar.
Da d I undd II , bzw. d IV undd V jeweils gleich stark sind, sich also nur in der Richtung
der Verzerrung unterscheiden, und da die Drehungend III , d VI undd VII die Fermi-Energie
nicht verändern, gilt

EF(d I) = EF(d II ) , EF(d IV ) = EF(d V) ,

EF(d III ) = EF(d VI ) = EF(d VII ) = EF(0) ,
(4.15)

wodurch die Fermi-Energien inVxx(ǫ,~r) undVxz(ǫ,~r) verschwinden.
Das Potential des unverzerrten KristallsVhom(0,~r) hängt nicht vonǫ ab und darf daher zur
Bestimmung vonWxx(~r) undWxz(~r) ebenfalls entfallen.
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Zusammenfassend erhält man

Vxx(ǫ,~r) =
1
3

[ (

VC(d I ,~r) + VE(d I ,~r) + Vxc(d I ,~r)
)

−
(

VC(d I ,T
−1
1 ~r) + VE(d I ,T

−1
1 ~r) + Vxc(d I ,T

−1
1 ~r)

) ]

+

(

VC(0, d−1
III~r) + VE(0, d−1

III~r) + Vxc(0, d−1
III~r)

)

, (4.16)

Vxz(ǫ,~r) =
1
2

[ (

VC(d IV ,~r) + VE(d IV ,~r) + Vxc(d IV ,~r)
)

−
(

VC(d IV ,T
−1
2 ~r) + VE(d IV ,T

−1
2 ~r) + Vxc(d IV ,T

−1
2 ~r)

) ]

+

[ (

VC(0, d−1
VI~r) + VE(0, d−1

VI~r) + Vxc(0, d−1
VI~r)

)

+

(

VC(0, d−1
VII~r) + VE(0, d−1

VII~r) + Vxc(0, d−1
VII~r)

) ]

. (4.17)

Die Ableitungen dieser Größen nachǫ ergeben die TermeWxx(~r) und Wxz(~r), die zur
Berechnung der Matrixelemente〈n′~k ′|△V|n~k〉 benötigt werden.
Der größte Anteil dieser Ableitungen stammt von den Ewaldpotentialen. Der Beitrag der
Coulombpotentiale ist deutlich geringer. Da das Austausch- und Korrelationsfunktional
nur wenig mit der Dichte variiert, ist sein Beitrag noch kleiner.

Wertet man (4.16) und (4.17) für verschiedene Verzerrungsstärken aus, kann der Fall ein-
treten, daß der Punkt~r zwar in der unverzerrten Wigner-Seitz-ZelleC(~R=0) liegt, sich im
verzerrten Gitter jedoch schon in einer benachbarten Zellebefindet.
Da aber alle drei Potentialanteile von (4.14) aus Fourierreihen über das verzerrte, rezipro-
ke Gitter gewonnen werden (siehe (4.13)), haben sie das korrekte Translationsverhalten

VII (ǫ,~r) = VII (ǫ,~r + ~Rǫ ) ∀~r ∀ ~Rǫ , (4.18)

so daß dadurch keine Probleme entstehen.

4.3 Wahl vonQMAXSQ

Bei der Berechnung der Ableitungen∂Vxx(ǫ,~r)/∂ǫ und∂Vxz(ǫ,~r)/∂ǫ traten überraschende
Schwierigkeiten auf, die zeigten, daß die Wahl vonQMAXSQ6, bzw. die Auswahl der~K-
Vektoren, die in den Ansatz (4.1) eingehen, von großer Bedeutung für die Bestimmung
des Deformationspotentials ist.

6 Die BezeichnungQMAXSQ entstammt denFORTRAN-Programmen, mit denen die MAPW-Rechnun-
gen durchgeführt wurden.
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Schindler[25] berechnete die Ableitungen mit einem symmetrischen Differenzenquoti-
enten gemäß

∂V(ǫ,~r)
∂ǫ

∣

∣

∣

∣

∣

∣ǫ = 0
≈ 1

2ǫ
[

V(ǫ,~r) − V(−ǫ,~r) ] mit ǫ = 0.01. (4.19)

Für diese Arbeit wurde stattdessen von selbstkonsistentenEin-Teilchen-Potentialen zu
ǫ ∈ {0;±1;±2;±4} · 10−2 ausgegangen und als Wert der Ableitung∂V(ǫ,~r)/∂ǫ an der
Stelle~r die Ableitung der Ausgleichsparabel durch die sieben WerteV(ǫ,~r) eingesetzt.
In diesem Bereich derǫ-Werte sind die Verzerrungen noch nicht zu groß, um linearisiert
zu werden, andererseits sind die hervorgerufenen Potentialänderungen schon so deutlich,
daß keine Stellenauslöschung zu befürchten ist.

Das Verfahren scheiterte jedoch daran, daß der Verlauf der sieben WerteV(ǫ,~r) in jedem
~r-Punkt äußerst unstetig war, so daß der Ableitung der Ausgleichsparabel keinerlei Aus-
sagekraft beigemessen werden konnte.
Da Schindlernur zwei Potentiale (ǫ = ±0.01) verglich, mußte ihm dieses Problem ver-
borgen bleiben.

Als eine mögliche Ursache der Unstetigkeiten kam die Wahl des APW-Radius in Be-
tracht. Bei dem neuen Satz selbstkonsistenter Potentiale wurden daher nicht nur die Ver-
zerrungen deutlich kleiner gewählt (ǫ ∈ {0;±2;±5;±10;±20} · 10−4), sondern überdies
der APW-Radius für alle Verzerrungen konstant gelassen (siehe Anhang A).
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V_xx vs. Epsilon

’V_xx’

Abb. 4.1: Verlauf von Vxx(ǫ,~r) zu

festem~r und variiertemǫ :

Für alle Orte~r erhält man qualitativ

das gleiche, unstetige Verhalten.

Auch mit diesem neuen Satz selbstkonsistenter Potentiale waren Größen wie z.B.VII (ǫ,~r)
und Vxx(ǫ,~r) bzw. Vxz(ǫ,~r) bei festgehaltenem~r als Funktion vonǫ so unstetig, daß die
Ableitung∂/∂ǫ nicht approximiert werden konnte.
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Wie in Abbildung 4.1 zu sehen, gibt es jedoch einen relativ kleinen Bereich (ǫ ∈
[−5 · 10−4, 10 · 10−4]), in welchem der Verlauf stetig ist.
Es zeigt sich, daß genau für diesen Bereich keine „Sprünge“ in der Menge der~Kǫ -
Vektoren eintreten, für die es FourierkoeffizientenρPW(~Kǫ ) der Ladungsdichte gibt.

Daß solche „Sprünge“ eintreten können erkennt man, wenn manvon der Auswahl der
ebenen Wellen im Ansatz (4.1)

~K ∈ {~K | (~k+ ~K)2 ≤ QMAXSQ ·
(

2π
a

)2

} (4.20)

ausgeht und dazu den verzerrten Fall

~Kǫ ∈ {~Kǫ | (~kǫ + ~Kǫ )2 ≤ QMAXSQ ·
(

2π
a

)2

} (4.21)

betrachtet. Dabei kann es passieren, daß sich zwar der Vektor ~K in der „unverzerrten“
Menge (4.20) befindet, der zugehörige Vektor~Kǫ aber nicht zugleich in der „verzerrten“
Menge (4.21) liegt – oder umgekehrt.

Dadurch kann sich die Menge der Fourierkoeffizienten der Ladungsdichte der ebenen
Wellen ändern. Solche „Unstetigkeiten“ bewirken geringe sprunghafte Veränderungen im
selbstkonsistenten Potential. Da aber die kleinen Verzerrungsstärken selbst auch nur ge-
ringe Potentialänderungen verursachen, überlagern sich zwei Effekte, die von gleicher
Größenordnung sind.

Die „Sprünge“ im Ansatzraum lassen sich vermeiden, wenn mandie Auswahl der~K-
Vektoren zuǫ = 0 trifft und diese Wahl, im Gegensatz zu Gleichung (4.21), auch für
ǫ , 0 beibehält, d.h. die reziproken Gittervektoren nur noch passend verzerrt :~K 7→ ~Kǫ .
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Abb. 4.2: Verlauf von Vxx(ǫ,~r) zu

festem~r und variiertemǫ :

Im Gegensatz zu Abb. 4.1 wurden

Sprünge in der Wahl der~K-Vek-

toren ausgeschlossen.

Man erhält für den ganzen Außen-

raum stetiges Verhalten über den re-

lativ großenǫ-Bereich von±1%.
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Die betrachteten GrößenVxx(ǫ,~r) bzw.Vxz(ǫ,~r) verhalten sich dann für Verzerrungen bis
zu ǫ = ±1% ( und darüber hinaus ) stetig.

Um Potentiale zu erhalten, aus denen das Deformationspotential W̃(~r) berechnet werden
kann, ist daher darauf zu achten, daß sich die Zahl der Fourierkoeffizienten der Ladungs-
dichte über den ganzenǫ-Bereich nicht verändert.

Diese Forderung läßt sich auf drei verschiedene Arten realisieren :

1. Man wähle denǫ-Bereich klein genug (entspr. Abb. 4.1).

2. Man wähle einen geeigneten, günstigen Wert fürQMAXSQ.

3. Man behalte die Auswahl der{~Kǫ } zu ǫ=0 auch fürǫ,0 bei
und verzerre lediglich die~K-Vektoren (entspr. Abb. 4.2).

Es zeigte sich, daß ein ungünstig gewähltesQMAXSQ denǫ-Bereich soweit einschränken
kann, daß Methode 1 zu verwerfen ist.
Die endgültigen Ein-Teilchen-Potential, die in dieser Arbeit verwendet wurden, wurden
nach Methode 3 berechnet.

4.4 Auswertung der Integrale über den Außenraum

Nach Gleichung (2.18) und (2.20) sind zur Berechnung der Übergangswahrscheinlichkei-
ten die Matrixelemente〈n′~k ′|Wxx(~r)|nk〉 und〈n′~k ′|Wxz(~r)|nk〉 auszuwerten.

Da, wie gezeigt, sowohlWxx(~r) als auchWxz(~r) im Innenraum der APW-Kugel verschwin-
den, reduzieren sich die Integrale über die Wigner-Seitz-Zelle WSZ auf Integrale über den
Außenraum II.
Nach dem Ansatz (4.1) gilt dortχn~k(~r) = 0, es wirkt daher nur der Anteil der ebenen
Wellen.

Man erhält

〈n′~k ′|Wxx(~r)|n~k〉 =
∫

WSZ

ψ∗
n′~k ′

(~r) Wxx(~r)ψn~k(~r) d3r

=

∫

II

ψ∗
n′~k ′

(~r) Wxx(~r)ψn~k(~r) d3r (4.22)
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(4.1)⇒ =

∑

~K ′

∑

~K

v∗(n′~k ′, ~K ′) v(n~k, ~K)
∫

II

ei(~k−~k ′+~K−~K ′)·~r Wxx(~r) d3r

=

∑

~K

∑

~K′′

v∗(n′~k ′, ~K− ~K′′) v(n~k, ~K)
∫

II

ei(~k−~k ′+~K′′)·~r Wxx(~r) d3r

und〈n′~k ′|Wxz(~r)|n~k〉 analog.

In der letzten Gleichungszeile wurde von der Tatsache Gebrauch gemacht, daß die In-
tegrale nur von~K − ~K ′ abhängen, was die Zahl der auszuwertenden Integrale deutlich
verringert.

Da der Integrand punktweise im Ortsraum und nicht als Fourierreihe gegeben ist, wird im
Gegensatz zu den Arbeiten vonHäberlen[16] undSchindler[25] das Außenraumintegral
nicht als

∫

II . . . =
∫

WSZ . . . −
∫

I . . . behandelt.

Dieses Verfahren würde auf Integrale der Form
∫

WSZei~q·~r d3r und
∫

I ei~q·~r d3r führen, die
sich analytisch auswerten lassen [8].
Stattdessen transformiert man

∫

II . . . in Kugelkoordinaten. Das radiale Teilintegral wird
durch eine Spline-Interpolation ausgewertet, das verbleibende Integral über den Raum-
winkel wird mit Hilfe ausgezeichneter Richtungen approximiert.

4.4.1 Symmetrie vonWxx(~r) und Wxz(~r)

Zur Anwendung der ausgezeichneten Richtungen ist es erforderlich, die Symmetrie des
Integranden zu kennen.

Man findet für~r =
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(4.23)
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und

Wxz(α~r) =
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−Wxz(~r) für α~r ∈







































x
y
−z





















,





















−x
−y

z







































. (4.24)

Insbesondere sindWxx(~r) undWxz(~r) gerade Funktionen in~r, d.h. es gilt

Wxx(~r) = Wxx(−~r) und Wxz(~r) = Wxz(−~r) ∀~r . (4.25)

4.4.2 Methode der ausgezeichneten Richtungen

Das Außenraumintegral in (4.22) läßt sich zu

∫

II

ei~p·~r W(~r) d3r =

∫

4π

dΩ

R̂(Ω)
∫

RAPW

r2 exp(i~p · ~no r) W(~nor) dr

=

∫

4π

dΩ F(Ω)

mit F(Ω) :=

R̂(Ω)
∫

RAPW

r2 exp(i~p · ~no r) W(~nor) dr

(4.26)

umformen.
Dabei ist ~p = ~k−~k ′ + ~K − ~K ′, ~no(Ω) der Einheitsvektor
in RichtungΩ und R̂(Ω) der Abstand vom Mittelpunkt
der Wigner-Seitz-Zelle zum Durchstoßpunkt der Rich-
tung~no mit ihrer Oberfläche.

n
RAPW

R(  )Ωo

Für die Symmetrieoperationen{α}, unter denenWxx(~r) bzw.Wxz(~r) invariant sind, gilt
∫

II

ei~p·~r W(~r) d3r =
∫

IRR

∑

α

ei~p·α~r W(α~r) d3r =
∫

IRR

W(~r)
∑

α

eiα−1~p·~r d3r , (4.27)

worin IRR den zur Symmetriegruppe der{α} gehörigen, irreduziblen Keil bezeichnet und
sich die Summe

∑

α eiα−1~p·~r als symmetrisierte Linearkombination ebener Wellen auffas-
sen läßt.
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Dem irreduziblen Keil IRR kann ein irreduzibler RaumwinkelbereichΩIRR zugeordnet
werden. Somit erhält man aus Gleichung (4.26)

∫

II

ei~p·~r W(~r) d3r =

∫

ΩIRR

F̂(Ω) dΩ

mit F̂(Ω) :=

R̂(Ω)
∫

RAPW

W(~nor)















∑

α

eiα−1~p·~r














r2 dr .

(4.28)

Da die Inversion in beiden zu betrachtenden Symmetriegruppen (siehe Abschnitt 4.4.1)
enthalten ist, gilt weiter

F̂(Ω) = 2

R̂(Ω)
∫

RAPW

W(~nor)















∑

α

′
cos(iα−1~p · ~r)















r2 dr , (4.29)

wobei
∑′
α aussagt, daß nur über die Symmetrieoperationen summiert wird, die nicht durch

eine Inversion auseinander hervorgehen.

Sei s die Zahl der Symmetrieoperationen der Gruppe der{α} (einschließlich der Inver-
sion)7, so kann man das Raumwinkelintegral aus (4.28) durch eine gewichtete Summe
überN StützstellenΩi ∈ ΩIRR approximieren und erhält

∫

ΩIRR

F̂(Ω) dΩ ≈ 4π
s

N
∑

i=1

gi F̂(Ωi) . (4.30)

Die Summe der Gewicht legt man mit
∑N

i=1 gi
!
= 1 fest.

Um zu einer gegebenen AnzahlN die RichtungenΩi und Gewichtegi optimal zu wählen,
müßten die Bedingungen

N
∑

i=1

gi Kn(Ωi)
!
= 0 ∀n = 2, . . . , 3N (4.31)

erfüllt sein, mit den gitter-harmonischen FunktionenKn(Ω) zur jeweiligen Symmetrie der
FunktionF̂(Ω), d.h. fallsF̂(Ω) kubische Symmetrie besäße, wäre (4.31) für die kubischen
HarmonischenK2, . . . ,K3N zu erfüllen [7]. Die Anzahl 3N ergibt sich aus der Tatsache,

7 Für Fxx(Ω) ist s= 4, für Fxz(Ω) gilt s= 2 (siehe Abschnitt 4.4.1).
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daß für jede derN Richtungen die drei Parametergi, (ϑi , ϕi) frei wählbar sind. FürN > 1
sind solche Richtungssätze nicht gefunden worden.

Man kann aber gute Näherungen erhalten, wenn man die Forderungen (4.31) für mög-
lichst vielen erfüllt.
Der große Rechenaufwand einer solchen Richtungssuche verhinderte für die vorliegen-
denF̂xx(Ω) und F̂xz(Ω) die Bestimmung eines eigenen Richtungssatzes zur entsprechen-
den Symmetrie. Stattdessen wurde auf einen, vonBross[7] angegebenen, kubischen 12-
Richtungssatz zurückgegriffen.
Durch geeignete kubische Symmetrieoperationen wurde die Zahl der Richtungen vergrö-
ßert, bis die WinkelbereicheΩIRR zu F̂xx(Ω) und F̂xz(Ω) ausgefüllt waren. Die Gewichte
gi verringerten sich dabei um einen Faktors

48. Auf diese Weise entstanden fürF̂xx(Ω) ein
144-Richtungssatz und für̂Fxz(Ω) ein 288-Richtungssatz.

4.4.3 Auswertung der radialen Integrale

Nach Gleichung (4.29) sind die radialen Integrale

F̂(Ω) =

R̂(Ω)
∫

RAPW

r2 W(~nor) cos(~p · ~no r) dr (4.32)

auszuwerten. Benutzt man die Reihendarstellung

cosx =
∞
∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(4.33)

der Cosinus-Funktion, läßt sich (4.32) zu

F̂(Ω) =
∞
∑

n=0

(−1)n
(~p · ~no )2n

(2n)!

R̂(Ω)
∫

RAPW

W(~nor) r2n+2 dr (4.34)

umschreiben. Mit der Definition der „radialen Momente“

Mn(Ω) :=

R̂(Ω)
∫

RAPW

W(~nor) r2n+2 dr (4.35)

erhält man

F̂(Ω) =
∞
∑

n=0

(−1)n
(~p · ~no )2n

(2n)!
Mn(Ω) . (4.36)
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Die Cosinus-Reihe (4.33) für größere Argumente8 numerisch auszuwerten ist jedoch un-
günstig, da die Summanden sehr groß werden und dadurch Stellenauslöschung eintritt.
Man entwickelt deshalb cos(~p · ~no r) nicht umr = 0, sondern um den Mittelpunkt

R̄(Ω) :=
1
2

(

R̂(Ω) + RAPW
)

⇒ r ′ := r − R̄(Ω) , (4.37)

wodurch die Cosinus-Reihe gemäß

cos(~p · ~no r) = cos
(

~p · ~no (r ′ + R̄)
)

(4.38)

= cos(~p · ~no R̄) · cos(~p · ~no r ′) − sin(~p · ~no R̄) · sin(~p · ~no r ′)

in zwei numerisch unproblematische Reihen zerfällt.

Die auftretenden Integrale

R̂(Ω)−R̄(Ω)
∫

RAPW−R̄(Ω)

W
(

~no(r ′ + R̄(Ω))
)

(r ′ + R̄(Ω))2 r ′m dr ′ für m = 0, 1, 2, . . . (4.39)

werden dadurch ausgewertet, daß man die FunktionW
(

~no(r ′ + R̄(Ω))
)

·(r ′+R̄(Ω))2 bezüg-

lich r ′ auf einem äquidistanten Raster zwischenRAPW und R̂(Ω) mit kubischen Splines
interpoliert. Diese Darstellung erlaubt es, die Integrale(4.39) analytisch zu lösen.

Das Verfahren legt auch die Punkte~r fest, für welche die FunktionenWxx(~r) undWxz(~r)
auszuwerten sind, nämlich für jede der ausgezeichneten RichtungenΩi auf Ni Punkten
zwischen~no

i · RAPW und~no
i · R̂(Ωi).

Dabei liegt der erste Punkt auf der APW-Kugel und der letzte Punkt auf der Oberfläche
der Wigner-Seitz-Zelle. Da die LängêR(Ωi) − RAPW stark variiert, wurde die Zahl der
StützstellenNi richtungsabhängig gewählt, so daß der Abstand zweier aufeinanderfolgen-
der Punkte für alle Richtungen etwa gleich ist. Mit maximal 100 Stützstellen pro Richtung
kann man die radialen Momente auf etwa 4 Dezimalstellen berechnen.

8 In unserem Fall bis zu~p · ~r ≈ 8
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4.5 Behandlung der Gittersummen über das Verzerrungsfeld

Die Behandlung der Gittersummen, wie sie hier beschrieben wird, folgt weitgehend der
Arbeit vonHäberlen[16].
In Gleichung (2.20) treten die Summen

Sxx(~q) :=
∑

~R

ǫxx(~R) ei~q·~R und Sxz(~q) :=
∑

~R

ǫxz(~R) ei~q·~R (4.40)

auf, die sich jeweils über das ganze, unverzerrte Kristallgitter erstrecken.
Mit ǫxx(~R) undǫxz(~R) aus (2.13) erhält man für diese Summen die Darstellung

Sxx(~q) =
b
2π

∑

~R

z
(x+ y)2 + 2z2

ei~q·~R ,

Sxz(~q) = − b
4π

∑

~R

(x+ y)
(x+ y)2 + 2z2

ei~q·~R mit ~R =





















x
y
z





















.

(4.41)

Das weitere Vorgehen wird am Beispiel vonSxx(~q) erläutert; mitSxz(~q) verfährt man
analog.

Das bisher verwendete „kubische“ Koordinatensystem (siehe (2.7)) erweist sich im fol-
genden als ungünstig. Man führt daher ein „versetzungsbezogenes“ Koordinatensystem
mit den Basisvektoren

~a1 :=
a
2





















1
1
0





















, ~a2 := a





















0
0
1





















und

~a1 · (~a2 × ~a3)
!
= VC =

a3

4
⇒ ~a3 :=

a
2





















1
0
1





















(4.42)

ein, mit denen sich der Gittervektor~R als

~R= n1~a1 + n2~a2 + n3~a3 =
a
2





















n1 + n3

n1

2n2 + n3





















, (n1, n2, n3) ∈ �3 (4.43)

undǫxx(~R) als

ǫxx(~R) → ǫxx(n1, n2, n3) =
b
2π

2
a

2n2 + n3

(2n1 + n3)2 + 2(2n2 + n3)2
(4.44)
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darstellen lassen. Die Summe

Sxx(~q) =
b
2π

2
a

∑

n1,n2,n3

2n2 + n3

(2n1 + n3)2 + 2(2n2 + n3)2
exp

(

i~q · (n1~a1 + n2~a2 + n3~a3)
)

(4.45)

kann mit
n′1 := n1 + n′3 (n′1, n

′
2, n
′
3) ∈ �3

n′2 := n2 + n′3 ν ∈ {0; 1}
2n′3 + ν := n3 ← ( Diese Zerlegung ist eindeutig )

(4.46)

als

Sxx(~q) =
b
2π

2
a

∑

n′1,n
′
2

1
∑

ν=0

2n′2 + ν

(2n′1 + ν)
2 + 2(2n′2 + ν)

2
exp

(

i~q · (n′1~a1 + n′2~a2)
) ·

exp
(

i~q · ~a3 ν
)

∑

n′3

exp
(

i~q · (2~a3 − ~a1 − ~a2) n′3
)

(4.47)

geschrieben werden.
Dabei ergibt 2~a3 − ~a1 − ~a2 gerade den Burgersvektor~b (siehe (2.8)).

4.5.1 Summe parallel zur Versetzunglinie

Da sich das Verzerrungsfeld parallel zur Versetzunglinie nicht ändert, hängtǫxx(~R) nicht
von n′3 ab9. Dem letzten Faktor von (4.47) erwächst daraus entscheidende Bedeutung für
den Streumechanismus.

Geht man von periodischen Randbedingungen aus, kann man derSchraubenversetzung
eine LängeL = N· b zuordnen. Mit dieser ergibt sich für die Summe übern := n′3

lim
N→∞

N−1
∑

n=0

ei~q·~b n
=

L
b

∑

j∈�
δ~q·~b,2π j ( Kronecker-δ ) . (4.48)

Streuung kann daher nur stattfinden, wenn die Änderung~q = ~k − ~k ′ des Quasiimpul-
ses in Richtung der Versetzungslinie der entsprechenden Komponente eines reziproken
Gittervektors~K entspricht10. Somit tritt Streuung nur zwischen Ebenen des~k-Raums mit
~k · ~b = π · (kx − ky) = const. auf, und nur dann, wenn sich die Konstanten~k · ~b und~k ′ · ~b
um ein ganzzahliges Vielfaches von 2π unterscheiden.

9 Eine Änderung vonn′3 um±1 verschiebt~R parallel zur Versetzunglinie um die Strecke|~b| = b.
10 Für alle reziproken Gittervektoren~K gilt ~K · ~b ∈ 2π · �
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Wie in Abschnitt 3 gezeigt, brauchen für die Streuung nur dieZustände auf der Fermi-
fläche betrachtet zu werden. Sucht man den Wertebereich der Konstanten~k · ~b , so findet
man mit Hilfe des MAPW-Verfahrens den Durchstoßpunkt der [1,−1, 0]-Richtung mit
der Fermifläche bei~kmax ≈ 0.5165· (1,−1, 0) · 2π/a, was zu~kmax· ~b ≈ 1.033π führt. Dar-
aus folgt, daß für den größten Teil der Fermifläche die Streuung nur innerhalb einer Ebene
stattfindet, die~k-Komponente in Versetzungsrichtung also konstant bleibt,und nur für den
kleinen Bereich mit|~k · ~b| ≈ π auch Änderungen dieser Komponente um±1 · π möglich
sind.

Derartige Übergänge, bei denen sich der~k-Vektor um die Komponente eines reziproken
Gittervektors~K,0 ändert, werdenUmklapp-Prozessegenannt [18].

Die Eigenschaft, daß die Streuung „ebenenweise“ erfolgt, wird bei der Lösung der Trans-
portgleichung zu beachten sein.

Um die Integration über das Quadrat einer Deltadistribution zu vermeiden, erweist es sich
als günstig, die Quadrierung von (4.48) schon im endlichen Fall vorzunehmen und erst
danach limN → ∞ auszuführen, da in die Transportgleichung nur die Absolutquadrate
der Matrixelemente〈n′~k ′|△V|n~k〉 eingehen (siehe (3.4)). Man erhält

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

n=0

ei~q·~bn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

⇒
(L
b

)2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j∈�
δ~q·~b,2π j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

(L
b

)2 ∑

j∈�
δ~q·~b,2π j . (4.49)

Der Grenzübergang limN→ ∞ überführt das diskrete Kronecker-δ mittels

δ~q·~b,2π j →
2π b

L
δ(~q · ~b − 2π j) (4.50)

in ein kontinuierliches Dirac-δ , was

lim
N→∞

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

n=0

ei~q·~bn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

(L
b

)2 2π b
L

∑

j∈�
δ(~q · ~b − 2π j) (4.51)

= 2π
L
b

1
b

∑

j∈�
δ

(

[(kx − k′x)/
√

2− (ky − k′y)/
√

2] − 2π
b

j

)

zur Folge hat.

4.5.2 Summen senkrecht zur Versetzunglinie

Nach (4.47) sind senkrecht zur Versetzunglinie die Summen
∑

n′1,n
′
2

2n′2 + ν

(2n′1 + ν)
2 + 2(2n′2 + ν)

2
exp

(

i~q · (n′1~a1 + n′2~a2)
)

für ν ∈ {0; 1} (4.52)
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auszuwerten. Diese Summen sind jedoch divergent.

Andererseits ist es unrealistisch, den Einflußbereich einer Schraubenversetzung auf den
ganzen Kristall auszudehnen. Man ordnet stattdessen jederSchraubenversetzung einen
Zylinder der (unendlichen) LängeL und der QuerschnittsflächeA0 = πR2

cut zu und denkt
sich den ganzen Kristall vollständig mit solchen Zylindernaufgefüllt. Auf diese Weise
definiert man eine Versetzungsdichtendisl := 1/A0 , welche die Anzahl der Schraubenver-
setzungen angibt, die pro Fläche aus dem Kristall austreten11.
Der AbschneideradiusRcut begrenzt die Summation in (4.52) und kann durch einen Fak-
tor

exp(−~R2
⊥/R

2
cut) = exp(−λ ~R2

⊥) mit λ := π · ndisl =
1

R2
cut

(4.53)

verwirklicht werden, mit dem die Summen in (4.52) zu multiplizieren sind.
Dabei gibt|~R⊥| den Abstand der Punktes~R von der Versetzungslinie an, weswegen

~R2
⊥ =

∣

∣

∣ (n′1 + ν)~a1 + (n′2 + ν)~a2

∣

∣

∣

2
=

a2

2

[

(n′1 + ν)
2
+ 2(n′2 + ν)

2
]

(4.54)

gilt. Die Summen (4.52) lassen sich somit in der Form

∑

n′1,n
′
2

2n′2 + ν

(2n′1 + ν)
2 + 2(2n′2 + ν)

2
exp

(

i~q · (n′1~a1 + n′2~a2)
) ·

exp
(

−λ
∣

∣

∣ (n′1 + ν)~a1 + (n′2 + ν)~a2

∣

∣

∣

2
)

(4.55)

schreiben. Sie konvergieren zwar, allerdings so langsam12, daß zur numerischen Auswer-
tung wieder das Ewald-Verfahren [13] herangezogen werden muß.
Nach einer Umformung gewinnt man aus (4.47) den Ausdruck

Sxx(~q) =
1
√

2

b
2π

1
a

∑

n′3

exp
(

i~q · ~b n′3
)

1
∑

ν=0

exp(i~q · ~bν/2)σxx(~q, ν) (4.56)

11 Die Versetzungsdichte kann auch als Länge der Versetzungslinien pro Volumen verstanden werden
und ist experimentell bestimmbar [3].

12 insbesondere für kleineλ, entspricht niedrigen Versetzungsdichten
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mit

σxx(~q, ν) :=
∑

n′1,n
′
2

√
2 (n′2 + ν/2)

(n′1 + ν/2)2 + 2(n′2 + ν/2)2
·

exp
(

i ~q · [(n′1 + ν/2)~a1 + (n′2 + ν/2)~a2]
) ·

exp
(

−λ
∣

∣

∣(n′1 + ν/2)~a1 + (n′2 + ν/2)~a2)
∣

∣

∣

2
)

. (4.57)

σxx(~q, ν) wird nach dem Ewald-Verfahren in zwei schnell-konvergente Teilreihen zerlegt.

Dabei ist zu beachten, daßσxx(~q, ν) für n′1 = n′2 = ν = 0 singulär wird. Allgemein ist
die Verzerrung in der Nähe der Versetzungslinie13 sehr groß, so daß die Näherungen aus
Abschnitt 2 nicht erfüllt sind. Es muß daher mindestens~R = ~0 als Versetzungskern bei
der Summation in (4.57) ausgespart werden.

Die Netzebene senkrecht zur Versetzungslinie zerfallen inzwei Klassen – solche mit und
solche ohne einem Atom auf der Versetzungslinie.
Für das Ewald-Verfahren führt man in diesen Ebenen ein zweidimensionales „rechteckig-
zentriertes“ Translationsgitter mit den Basisvektoren

~a‖,1 :=

(

1
0

)

und ~a‖,2 :=

(

0√
2

)

(4.58)

ein, woraus sich auch ein zweidimensionales reziprokes Gitter

~b‖,1 := (1, 0) und ~b‖,2 := (0, 1/
√

2) mit ~a‖,i · ~b‖, j = δi, j (4.59)

ergibt. Man definiert weiter zweidimensionale Gittervektoren

~R‖ + ~R(ν)
‖ mit ~R‖(n′1, n

′
2) := n′1~a‖,1 + n′2~a‖,2 und

~R(0)
‖ =

(

0
0

)

, ~R(1)
‖ =

(

1/2√
2/2

)

als 2-elementiger Basis.
(4.60)

13 entspricht betragsmäßig kleinen Werten vonn′1 undn′2
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Abbildung 4.3

zweidim. Gitter zu~R(0)
‖ =

(

0
0

)

zweidim. Gitter zu~R(1)
‖ =

(

1/2√
2/2

)

Damit gilt

~R‖(n′1, n
′
2) + ~R(ν)

‖ =

(

n′1 + ν/2√
2(n′2 + ν/2)

)

⇒ |~R‖ + ~R(ν)
‖ |2 = (n′1 + ν/2)2 + 2(n′2 + ν/2)2 und

⇒ (~R‖ + ~R
(ν)
‖ )2 =

√
2(n′2 + ν/2) ,

(4.61)

womit sich (4.57) als

σxx(~q, ν) =
∑

~R‖

′ (~R‖ + ~R
(ν)
‖ )2

|~R‖ + ~R(ν)
‖ |2

exp
(

i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)
‖ ) − λ̂|~R‖ + ~R(ν)

‖ |
2
)

(4.62)

schreiben läßt, wenn man~q‖ über

~q‖ := ~b‖,1 (~q · ~a1) + ~b‖,2 (~q · ~a2) (4.63)

definiert und wegen (4.54) den Parameterλ̂ := λa2/2 einführt.
Σ
′ in (4.62) drückt aus, daß die Menge{~A(ν)

‖ } der Gittervektoren, die den Versetzungskern
bilden, von der Summation auszuschließen ist, da dort die Verzerrung zu stark ist, um mit
den vorgenommenen Näherungen behandelt zu werden.

Mit (4.59) und (4.63) wird zugleich ein zweidimensionales reziprokes~K‖-Gitter festge-
legt, welches für die Anwendung des Ewald-Verfahrens auf (4.62) benötigt wird.
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Man erhält dadurch die Darstellung

σxx(~q, ν) =
√

2πi
∑

~K‖

(~q‖ + ~K‖)2

|~q‖ + ~K‖|2
exp

(

−i ~K‖ · ~R(ν)
‖

)

·
[

exp
(

−|~q‖ + ~K‖|2/4(λ̂ + η)
)

− exp
(

−|~q‖ + ~K‖|2/4λ̂
) ]

+
∑

~A(ν)
‖

(~A(ν)
‖ )2

|~A(ν)
‖ |2

exp
(

i~q‖ · ~A(ν)
‖

) [

exp
(

−(λ̂ + η)|~A(ν)
‖ |2

)

− exp
(

−λ̂|~A(ν)
‖ |2

)]

+
∑

~R‖

′ (~R‖ + ~R
(ν)
‖ )2

|~R‖ + ~R(ν)
‖ |2

exp
(

i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)
‖ ) − (λ̂ + η)|~R‖ + ~R(ν)

‖ |2
)

,

(4.64)

in derη den Ewaldparameter bezeichnet.

Das Ewaldverfahren für die zweidimensionale Summe
∑′

~R‖
. . . aus (4.62) erfolgt analog

zu der dreidimensionalen Summe
∑

~K2,0
1
~K2

ei ~K·~r aus (4.9) (siehe [13, 16, 25, 14]).
Dabei macht man von der Beziehung

∑

~K‖

exp
(

i ~K‖ · (~r‖ − ~R(ν)
‖ )

)

=

√
2

∑

~R‖

δ(~r‖ − ~R‖ − ~R(ν)
‖ ) (4.65)

Gebrauch. Die eingeschränkte Summe
∑′

~R‖
. . . verarbeitet man als

∑

~R‖

′
. . . =

∑

~R‖

. . . −
∑

~A(ν)
‖

. . . . (4.66)

Mit
1
~K2
=

∞
∫

0

e−
~K2t dt (4.67)

findet man

∑

~R‖

′ (~R‖ + ~R
(ν)
‖ )ι

|~R‖ + ~R(ν)
‖ |2

exp
(

−λ̂|~R‖ + ~R(ν)
‖ |

2
+ i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)

‖ )
)

=

∑

~R‖

′
η

∫

0

(~R‖ + ~R
(ν)
‖ )ι exp

(

−(λ̂ + t)|~R‖ + ~R(ν)
‖ |

2
+ i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)

‖ )
)

dt +

∑

~R‖

′
∞

∫

η

(~R‖ + ~R
(ν)
‖ )ι exp

(

−(λ̂ + t)|~R‖ + ~R(ν)
‖ |

2
+ i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)

‖ )
)

dt .

(4.68)
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Die weitere Vorgehensweise entspricht dem dreidimensionalen Fall.
Den abweichenden Term (~R‖ + ~R

(ν)
‖ )ι behandelt man als

(~R‖ + ~R
(ν)
‖ )ι exp

(

i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)
‖ )

)

=
1
i

∂

∂~q‖ι
exp

(

i~q‖ · (~R‖ + ~R(ν)
‖ )

)

(4.69)

und erhält schließlich die Darstellung (4.64).

Damit kannSxx(~q) , bzw. wegen (4.51)|Sxx(~q)|2, ausgewertet werden.

FürSxz(~q) findet man analog zu (4.56)

Sxz(~q) = − b
4π

1
a

∑

n′3

exp(i~q · ~b n′3)
1

∑

ν=0

exp(i~q · ~bν/2)σxz(~q, ν) . (4.70)

σxz(~q, ν) erhält man aus (4.64), wenn man in allen Brüchen die zweitenKomponenten der
Vektoren durch die ersten ersetzt.

Mit (4.51) und (4.56) gilt somit
∣
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∣
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·
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j∈�
δ(~q · ~b − 2π j) ,

(4.71)

was zusammen mit (4.22) zu

|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 = 2π
L
b

∑

j∈�
δ(~q · ~b − 2π j) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

II

ψ∗
n′~k ′

(~r) Wxx(~r)ψn~k(~r) d3r ·
(

1
√

2

b
2π

1
a

) 1
∑
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ei~q·~bν/2σxx(~q, ν) +

∫

II

ψ∗
n′~k ′

(~r) Wxz(~r)ψn~k(~r) d3r ·
(

− b
4π

1
a

) 1
∑

ν=0

ei~q·~bν/2σxz(~q, ν)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

(4.72)

⇒ |〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 = : 2π
L
b

∑

j∈�
δ(~q · ~b − 2π j) · M(~k ′,~k) (4.73)

führt.

Die Übergangswahrscheinlichkeiten haben also eine zweifache Abhängigkeit von der Ver-
setzungsdichtendisl = 1/A0 :
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1. Die Versetzungsdichtendisl geht überλ̂ = πndisla
2/2 in die Berechnung von

σxx(~q, ν) undσxz(~q, ν) ein.

2. Über den Vorfaktor1
LA0

aus (3.4) sind die Übergangswahrscheinlichkeiten etwa pro-
portional zundisl = 1/A0.

Die Proportionalität (2) führt dazu, daß letztlich nicht die absolute Leitfähigkeitσ, son-
dern die spezifische, versetzungsbezogene Leitfähigkeit

σ̃ :=
1
A0
σ (4.74)

betrachtet wird.
Auch alle experimentellen Vergleichsdaten [3] sind versetzungsbezogen.

4.6 Lösung der Transportgleichung

Zur Lösung der Transportgleichung ist zunächst das in Abschnitt 3.2 eingeführte{~ki}-Netz
festzulegen, auf dem die weiteren Berechnungen durchgeführt werden. Es erweist sich als
günstig, dabei gleich dieδ(~q ·~b− 2π j)-Abhängigkeit der Matrixelemente〈n′~k ′|△V|n~k〉 zu
berücksichtigen, wie sie in Gleichung (4.73) auftritt.

Jedes Matrixelement wird durch die beiden Vektoren~k und~k ′ festgelegt, denen jeweils
eine Ebene des~k-Raums mit~k · ~b = const1 bzw. ~k ′ · ~b = const2 zugeordnet werden kann.
Wegen derδ-Abhängigkeit ist das Matrixelement nur dann von Null verschieden, wenn
~q · ~b = const1 − const2 ∈ 2π� erfüllt ist.
Wie in Abschnitt 4.5.1 erläutert, läßt die Größe der Fermifläche in den meisten Fällen nur
~q · ~b = 0 zu, höchstens aber~q · ~b = ±2π.

Man legt daher Schnitte durch die Fermifläche, auf denen~k · ~b = const ist. Auf den
resultierenden Schnittkurven wählt man die diskreten Punkte~ki. Dann braucht man nur
die Matrixelemente〈~ki |△V|~kj〉 zwischen den Punkten derselben Ebene, bzw. zwischen den
Punkten~k = ~ki der einen und~k ′ = ~kj von höchstens einer anderen Ebenen zu berechnen.
Zur Wahl der Schnittebenen siehe Anhang C.
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4.6.1 Schnittkurven der Fermifläche

Zur Lösung der Transportgleichung wurden 13 Schnitte durchdie Fermifläche ausgewer-
tet.
Der erste Quadrant jeder Schnittebene wurde in 17 Winkelschritte zwischen 0 undπ/2
geteilt und für jede dieser Richtungen der Durchstoßpunkt mit der Fermifläche iterativ
mit dem MAPW-Verfahren (siehe Anhang C.3) bis auf 13 Dezimalstellen berechnet.
Für Ebenen, die Hälse der Fermifläche anschneiden (Nr. 1 2 3 12und 13), wurden zusätz-
lich die Schnittpunkte der Fermifläche mit der Berandung der1. Brillouin-Zone bestimmt.
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Ebene ~k · ~b

Schnitt 01 π · 0
Schnitt 02 π · 1/12
Schnitt 03 π · 2/12
Schnitt 04 π · 3/12
Schnitt 05 π · 4/12
Schnitt 06 π · 5/12
Schnitt 07 π · 6/12
Schnitt 08 π · 7/12
Schnitt 09 π · 8/12
Schnitt 10 π · 9/12
Schnitt 11 π · 10/12
Schnitt 12 π · 11/12
Schnitt 13 π · 12/12
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Die Abbildungen zeigen den Verlauf
der Fermifläche im 1. Quadranten der
Schnittebenen.
Die berechneten~k-Punkte sind mar-
kiert. Zusätzlich ist die Berandung der
1. Brillouin-Zone in dieser Ebene ein-
gezeichnet.
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4.6.2 Auswertung der symmetrischen Matrix V

Betrachtet man die Gleichungen (3.23) und (3.24), so tritt in beiden ein Integral über die
Fermifläche auf, mit einem Integranden, der|〈n′~k ′|△V|n~k〉|2 enthält.
Dieser ist nach (4.51) proportional zu

2π
L
b2

∑

j∈�
δ

(

[(kx − k′x)/
√

2− (ky − k′y)/
√

2] − 2π
b

j

)

, (4.75)

was die zweidimensionalen Integrale über die Fermifläche zueindimensionalen Integralen
über eine Schnittkurve reduziert.

Es erweist sich als vorteilhaft, im~k-Raum Zylinderkoordinaten (ρ, ẑ, ϕ) gemäß

~k = (kx, ky, kz) =
(

(ρ cosϕ + ẑ)/
√

2, (ρ cosϕ − ẑ)/
√

2, ρ sinϕ
)

(4.76)

einzuführen, mit denen

~k · ~b =
a
√

2
ẑ und

(kx − k′x)/
√

2− (ky − k′y)/
√

2 = ẑ− ẑ′
(4.77)

gilt. Die Schnittebenen sind also durch ˆz= const. festgelegt.

Die Fermifläche wird in diesen Zylinderkoordinaten alsρ(ẑ, ϕ) parametrisiert.

In Zylinderkoordinaten stellt sich ein Oberflächenelementals

dS(~k) =

√

ρ2(ẑ, ϕ)













1+

(

∂ρ

∂ẑ

)2










+

(

∂ρ

∂ϕ

)2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣~k =̂ (ρ, ẑ, ϕ)

dẑdϕ (4.78)

dar. Die Wurzel wird im weiteren mit√. . . abgekürzt.
Ein Integral über die Fermifläche hat damit die Form

∫

SF

f (~k)
dS(~k)
|grad~kE~k|

=

ẑmax
∫

−ẑmax

2π
∫

0

f (ρ(ẑ, ϕ), ẑ, ϕ)
√
. . .

dẑ dϕ
|grad~kE(ρ,ẑ,ϕ)|

, (4.79)

wobei man die Hälse der Fermifläche aus dem Integrationsgebiet auszuschließen hat.
ẑmax definiert sich als halber Durchmesser der Fermifläche in Versetzungsrichtung,
d.h.ẑmax≈ 0.5165

√
2 · 2π/a.
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Gilt nun

f (~k) =
∑

j∈�
δ(ẑ− 2π

a

√
2 j) · g(~k) , (4.80)

so erhält man für das Integral (4.79)

∫

SF

f (~k)
dS(~k)
|grad~kE~k|

=

∑

j∈�

2π
∫

0

g(ρ, ẑ, ϕ)
√
. . .

dϕ
|grad~kE(ρ,ẑ,ϕ)|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ = ρ(ẑ, ϕ)

ẑ= 2π
a

√
2 j

. (4.81)

Das Integral erstreckt sich nur noch über eine Konturkurve der Fermifläche innerhalb ei-
ner Schnittebene. Es handelt sich dabei jedoch um kein Längenintegral über den Umfang,
denn es gilt

dS
dẑ
=

√

ρ2













1+

(

∂ρ

∂ẑ

)2










+

(

∂ρ

∂ϕ

)2

dϕ ,

√

ρ2 +

(

∂ρ

∂ϕ

)2

dϕ = d l . (4.82)

Mit (4.73), (4.77) und (4.81) erhält man für (3.23)

Φ(~k)
∑

j∈�

2π
∫

0

M(~k,~k ′) √. . . dϕ′

|grad~k E~k ′ |

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′ = ρ(ẑ′, ϕ′)
ẑ′ = ẑ− 2π

a

√
2 j

−

∑

j∈�

2π
∫

0

M(~k,~k ′)Φ(~k ′) √. . . dϕ′

|grad~k E~k ′ |

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ρ′ = ρ(ẑ′, ϕ′)
ẑ′ = ẑ− 2π

a

√
2 j

= −2π e b2 A0 ~E · ~grad~kE~k

(4.83)

Die Reduktion der Integrale
∫

SF
. . . über die Fermifläche zu Summen über eindimensio-

nale Integrale
∫ 2π

0
. . . , wie sie in (4.81) angegeben ist, muß in der Argumentation aus

Abschnitt 3.2 berücksichtigt werden.

Aus (3.24) gewinnt man mit (4.73) und (4.81) die Darstellung

U(~k) :=
∑

j∈�

2π
∫

0

M(~k,~k ′)
√
. . .

dϕ′

|grad~k E~k ′ |

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ ρ′ = ρ(ẑ′, ϕ′)
ẑ′ = ẑ− 2π

a

√
2 j

. (4.84)
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Den diskreten Punkten{~ki} auf der Fermifläche ordnet man Doppelindizesi =̂ (ẑi , ϕi) zu.
Dabei soll der Winkel der innere Laufindex sein, d.h. die Punkte einer Schnittebene sollen
aufeinander folgen.

Wenn△ẑden konstanten Abstand zweier benachbarter Schnittebenenbezeichnet14, ergibt
sich aus (4.82) die Abschätzung

△S(~ki)
△ẑ

≈

√

ρ2













1+

(

∂ρ

∂ẑ

)2 











+

(

∂ρ

∂ϕ

)2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣(ρ, ẑ, ϕ)=̂~ki

△ϕ , (4.85)

durch die sich (4.84) mit GewichtenD(~kj) aus Gleichung (3.31) als

U(~ki) :=
1
△ẑ

∑

l∈�

∑

ϕ j

M(~ki ,~kj) D(~kj)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ẑj = ẑi −
2π
a

√
2 l

(4.86)

schreiben läßt.
Der Vorgehensweise aus Abschnitt 3.2 folgend, gelangt man schließlich zu

ψ(~ki) −
∑

l∈�

∑

ϕ j

1
△ẑ

M(~ki ,~kj)

√

√

D(~ki)D(~kj)

U(~ki)U(~kj)
ψ(~kj)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣ẑj = ẑi −
2π
a

√
2 l

= −2π e b2 A0

√

D(~ki)

U(~ki)
~E · ~grad~k E~k

(4.87)

mit der reellen, symmetrischen Matrix

Vi j :=
1
△ẑ

M(~ki ,~kj)

√

√

D(~ki)D(~kj)

U(~ki)U(~kj)
·
∑

l∈�
δ
ẑj , ẑi − 2π/a ·

√
2 l

. (4.88)

Alle hier auftretenden Größen sind entweder ungerade

Φ(~k) = −Φ(−~k) , ψ(~k) = −ψ(−~k) , R(~k) = −R(−~k) (4.89)

oder gerade

V(~ki,~kj) = V(−~ki ,−~kj) , D(~k) = D(−~k) , U(~k) = U(−~k) . (4.90)

14 In unserem Fall gilt wegen△(~k · ~b) = π/12 (siehe Anhang C.2) und (4.77) :△ẑ= π
12

√
2

a
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Somit kann das Netz der~ki-Punkte auf eine Hälfte der Fermifläche eingeschränkt werden.
Man verwendet daher nur Schnittebenen mit Scharparameter~k·~b ≥ 0 (siehe Anhang C.2).

Durch das Kronecker-δ in (4.88) nimmt die MatrixV Blockgestalt an, wenn man die
Reihenfolge der{~ki} geeignet wählt.

Da die{~ki} so numeriert sind, daß die Punkte eines Schnittes aufeinander folgen, kann man
die Matrix V in UntermatrizenVαβ aufteilen, die jeweils der Streuung aus der Schnitt-
ebeneα in die Schnittebeneβ entsprechen. Für die meisten Schnitteα ist nur Streuung
innerhalb einer Ebene zulässig, höchsten jedoch in eine weitere Zielebeneβ. Daher ent-
halten die meisten Untermatrizen nur Nullen.
Die UntermatrizenVαα auf der Hauptdiagonalen entsprechen den Streuprozessen inner-
halb einer Ebene. Sie sind quadratisch, symmetrisch und i.a. von Null verschieden.
Die Umklapp-Prozesse führen wegen~q · ~b = ±2π von einer Hälfte der Fermifläche in
die andere, also auf Zustände, die eigentlich nicht mehr im~ki-Netz liegen. Bei geeigneter
Wahl der Schnitte läßt sich aber sicherstellen, daß jeder Umklapp-Prozeß auf die Inver-
sion einer bereits vorhandenen Schnittebene führt15.
Wählt man die Reihenfolge der{~ki} so, daß auf die Punkte der Ebeneα die Punkte ihrer
Umklappebeneα′ folgen, falls es eine solche gibt, so zerfällt die MatrixV vollständig
in quadratische, symmetrische Blöcke entlang der Hauptdiagonalen, wobei jeder Block
mit einem Schnitt durch die Fermifläche korrespondiert und gegebenenfalls auch die
Umklapp-Prozesse enthält.
Die Lösung des Eigenwertproblems der MatrixV zerfällt damit in eine Reihe reell-
symmetrischer Eigenwertprobleme von entsprechend geringerer Dimension, wodurch
sich der Rechenaufwand erheblich reduziert, denn das Netz der {~ki}-Punkte aus Anhang
C ergibt fürV eine Größe von 776× 776, während die größte der Untermatrizen nur von
der Dimension 60× 60 ist.

15 Die Teilung aus Anhang C.2 bewirkt, daß Umklapp-Prozesse nur zwischen der letzten Ebene und
ihrer Inversion eintreten.
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4.6.3 Nicht-divergente Komponenten des Leitfähigkeitstensors

Für eine Integralgleichung der Form

f (s) = ϕ(s) − µ

∫

K(s, t)ϕ(t) dt mit K(s, t) = K(t, s) ∀ s, t (4.91)

stellt sich die Fredholmsche Alternative [11], die darüberentscheidet, ob zu einer Inho-
mogenitätf (s) eine Lösungϕ(s) existiert.
Dazu untersucht man die Lösungen der zugehörigen homogenenIntegralgleichung

ϕ(s) = µ

∫

K(s, t)ϕ(t) dt , (4.92)

wobei in unserem Fall (vgl. (3.26))µ := 1 zu setzen ist.

Die Fredholmsche Alternative besagt, daß, falls es keine Lösungen zu (4.92) gibt, die
inhomogene Gleichung (4.91) für jede stetige Inhomogenität f (s) genau eine stetige Lö-
sungϕ(s) hat.
Falls abern Lösungenϕi

µ(s), i = 1, . . . , n der homogenen Gleichung (4.92) existieren,
besitzt (4.91) nur für jenef (s) eine Lösung, die den Bedingungen

∫

f (s)ϕi
µ(s) ds

!
= 0 ∀ i = 1, . . . , n (4.93)

genügen.

Mit den N-dimensionalen Vektoren aus Abschnitt 3.2 erhält man für die drei linear-
unabhängigen elektrostatischen Felder~Eκ, κ = 1, 2, 3 je eine Vektorgleichung

ψ − Vψ = Rκ , (4.94)

die einer inhomogenen, linearen Integralgleichung mit symmetrischem Kern vom Typ
(4.91) entspricht.
Die homogene Integralgleichung (4.92) geht fürµ = 1 über in

ϕ = Vϕ . (4.95)

Da die Lösungf (s) als Linearkombination der Eigenfunktionenϕλ(s) des KernsK(s, t)
dargestellt wird [11] (vgl. (3.36) und (3.38)), sind die Eigenvektoren

ϕ
λ
= λV ϕ

λ
(4.96)

der MatrixV zu bestimmen. Gleichung (4.95) kann somit als Suche nach Eigenvektoren
zum Eigenwertλ = 1 aufgefaßt werden.
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Bestimmt man die Eigenwerte der MatrixV, erhält man zum Eigenwertλ = 1 einen
Eigenraum, dessen Basis für jede derNZ Schnittebenenα eine Eigenfunktionϕα

1
, α =

1, . . . ,NZ enthält, deren Träger die Ebeneα und ggf. ihre Umklappebeneα′ ist.
Nutzt man die Blockgestalt der MatrixV, hat jede derNZ UntermatrizenVαα genau einen
Eigenvektorϕ

1
zum Eigenwertλ = 1.

Das Auftreten der Eigenfunktionen zum Eigenwertλ = 1 erfordert eine zweckmäßige
Wahl der drei~Eκ-Vektoren.

Aus den Zylinderkoordinaten (4.76) ergibt sich ein kartesisches, versetzungsbezogenes
Koordinatensystem
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ẑ





















⇒





















x
y
z





















neu

=























1√
2

1√
2

0
0 0 1

1√
2
− 1√

2
0











































x
y
z





















alt

, (4.97)

entlang dessen Koordinatenachsen die Vektoren~Eκ gelegt werden.
~E1 und ~E2 stehen damit senkrecht auf der Versetzunglinie,~E3 liegt parallel dazu.

Die Wahl des Koordinatensystems und der~Eκ erweist sich als günstig, da die Koordina-
tenachsen und die~Eκ mit den anschaulich zu erwartenden Hauptachsen des Leitfähigkeit-
stensorsσ zusammenfallen.

Für die drei elektrostatischen Felder ist mit der Fredholmschen Alternative getrennt über
die Lösbarkeit der Transportgleichung zu entscheiden.

Hierbei zeigt sich, daß die Orthogonalitätsbedingung (4.93), die sich als

ϕα
1
•Rκ

!
= 0 ∀α = 1 . . .NZ (4.98)

darstellt, nur fürκ = 1, 2 erfüllt ist, nicht jedoch fürκ = 3.

Betrachtet man (3.38) und (3.39), würde die ÄnderungΦ(~k) der Verteilung aus (3.8) we-
gen der Singularitätλ

λ−1 aus (3.38) unendlich groß werden.

Diesen Sachverhalt kann man so interpretieren, daß ein~E-Feld mit nicht verschwindender
Komponente in Richtung der Versetzungslinie, eine unendlich hohen Strom hervorruft,
wodurch der in Gleichung (3.15) vorausgesetzte, lineare Zusammenhang von Feldstärke
~E und Stromdichte~j nicht mehr gegeben ist.
Im Sinne der Transporttheorie bedeutet dies, daß die Verteilungsfunktion nicht ins Gleich-
gewicht kommt.
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Im Leitfähigkeitstensorσ divergieren somit die Komponentenσxz, σyz, σzx, σzy undσzz;
die Leitfähigkeit in Richtung der Versetzungslinie ist unendlich groß.
Endliche Zahlenwerte können nur fürσxx, σxy, σyx undσyy erhalten werden, was der Leit-
fähigkeit senkrecht zur Versetzunglinie entspricht.

Der isotrope Mittelwert ¯σ der Leitfähigkeit ist nach (3.48) als

σ̄ =
1
3

(

σxx + σyy+ σzz

)

(4.99)

definiert und würde wegenσzz ebenfalls divergieren, was aber nicht den Tatsachen ent-
spräche. Betrachtet man stattdessen den Widerstandstensor ρ, so gehen die Komponenten,
die im Leitfähigkeitstensorσ divergieren, gegen Null. Der isotrope Mittelwert ¯ρ bleibt
endlich, und es kann über (3.49) auch die mittlere Leitfähigkeit σ̄ bestimmt werden.

Die Anisotropieα des Leitfähigkeitstensors ist das Verhältnis der Leitfähigkeit in Verset-
zungsrichtung zur Leitfähigkeit senkrecht dazu [28]. Sie ist in dem versetzungsbezoge-
nen, kartesischen Koordinatensystem aus (4.97) als

α :=
σzz

1
2(σxx + σyy)

(4.100)

definiert und wird wegen der Divergenz vonσzz unendlich groß.
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4.7 Überblick über die Rechenschritte

Alle numerischen Berechnungen wurden mit Hilfe vonFORTRAN77-Programmen auf ei-
nem Cluster vonHP 9000/735-Workstations unter dem BetriebssystemUNIX durchge-
führt.
Der gesamteFORTRAN77-Code umfaßt etwa 300 kByte.

Die Berechnungen und die dafür verbrauchte Rechenzeit16 gliedern sich wie folgt :

0. Selbstkonsistente MAPW-Rechnungen für verschieden
stark rhomboedrisch bzw. tetragonal verzerrte Kupferkri-
stalle, aus denen die LadungsdichtenρPW(ǫ, ~Kǫ ) gewon-
nen werden

ca. 300.000 CPU-sec

1. Berechnung der AußenraumpotentialeVII (ǫ,~r) aus den
Ladungsdichten entlang ausgezeichneter RichtungenΩi ;
Bestimmung der AbleitungenWxx(~r) undWxz(~r) nachǫ ;
radiale Spline-Interpolation der Ableitungen für jede der
ausgezeichneten Richtungen und Auswertung der radia-
len MomenteMn(Ωi)

ca. 8.000 CPU-sec

2. Iterative Bestimmung der Schnitte durch die Fermifläche
des unverzerrten Kristalls mit dem MAPW-Verfahren;
Berechnung der Wellenfunktionenψn~k(~r) der Zustände
auf dem{~ki}-Netz auf dieser Fermifläche

ca. 10.000 CPU-sec

3. Berechnung aller ÜbergangsmatrixelementeM(~k,~k ′) der
Punkte~k,~k ′ ∈ {~ki} für eine bestimmte Versetzungsdichte

ca. 20.000 CPU-sec

4. Lösung der Transportgleichung gemäß Abschnitt 4.6 :
Aufstellen der Matrix V ; Lösung des Eigenwertpro-
blems; Berechnung des Leitfähigkeits- und Widerstands-
tensors

ca. 3 CPU-sec

16 Für den Rechenaufwand ist die Zeit maßgeblich, während der einem Programm die CPU zugeteilt
war. Da im Timesharing-Verfahren mehrere Programme zugleich auf einem Rechner laufen, verteilt sich
die Rechenzeit anteilmäßig.
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5 Ergebnisse

Das Verfahren, das in den vorangegangenen Kapiteln dargestellt wurde, erlaubt es, den
Anteil des elektrischen Widerstands von Kupfer fürT = 0 K zu berechnen, der von einer
homogenen Dichte von Schraubenversetzungen herrührt.
Da, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, die Leitfähigkeitσ (näherungsweise) umgekehrt propor-
tional zur Versetzungsdichtendisl ist, ist es üblich, die versetzungsbezogene Leitfähigkeit
σ̃ := σ · ndisl bzw. den versetzungsbezogenen Widerstand ˜ρ := ρ/ndisl anzugeben.
Diese Größen wurden für Versetzungsdichtenndisl = 107 . . . 2 · 1014/cm2 berechnet.

Niedrigere Versetzungsdichten sind experimentell schwerzugänglich [3], zum einen we-
gen des sehr kleinen Absolutwerts des Probenwiderstands, der bei den verwendeten Pro-
benabmessungen nur noch einige 10−11

Ω beträgt, zum anderen, weil sonst die unvermeid-
lichen Verunreinigungen im Kupfer die Versetzungen als Streu-Ursache dominieren und
das Ergebnis verfälschen.
Da eine Kupferoberfläche nur etwa 1.5 · 1015 Atome pro cm2 enthält, sind höhere Verset-
zungsdichten nicht realisierbar.

ndisl 107 . . . 1012 1013 1014 2 · 1014 cm−2

ρ̃xx 14.659 . . . 14.659 14.569 13.368 11.139 10−19
Ω cm3

ρ̃yy 11.658 . . . 11.658 11.555 10.596 9.179 10−19
Ω cm3

ρ̄ 8.772 . . . 8.772 8.708 7.988 6.772 10−19
Ω cm3

σ̃xx 0.6822 . . . 0.6822 0.6864 0.7480 0.8978 1018
Ω
−1 cm−3

σ̃yy 0.8578 . . . 0.8578 0.8654 0.9438 1.0895 1018
Ω
−1 cm−3

σ̄ 1.1400 . . . 1.1400 1.1484 1.2519 1.4766 1018
Ω
−1 cm−3

Tabelle 5.1: Überblick über die berechneten, nicht divergenten bzw. nicht verschwindenden
Komponenten der Widerstands- und Leitfähigkeitstensorenfür verschiedene Versetzungsdichten

Der isotrope, versetzungsbezogene Mittelwert des Widerstandstensors berechnet sich
nachρ̄ := 1

3 Spurρ̃ mit ρ̃zz= 0.
Da σ̃zz divergiert, wird der isotrope, versetzungsbezogene Leitfähigkeitsmittelwertnicht
alsσ̄ := 1

3 Spurσ̃ definiert, sondern als ¯σ := 1/ρ̄.
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Das gewählte Koordinatensystem (4.97) korrespondiert mitden Hauptachsen der Tenso-
ren, daher sind die Nicht-Diagonal-Elemente ˜σxy, σ̃yx undρ̃xy, ρ̃yx ebenfalls Null1.

Man sieht, daß sich die versetzungsbezogenen Größen vonndisl = 107 . . . 1012/cm2 kaum
ändern, daß in diesem Bereich somit keine Abweichung von derProportionalität zur Ver-
setzungsdichte festgestellt wird.

Die Proportionalität läßt sich so interpretieren [26], daßdie Streuung lokalisiert ist und
hauptsächlich in einem zylindrischen Bereich mit RadiusRmax

cut um die Versetzungslinie
erfolgt.
Das Fernfeld trägt also nicht wesentlich zur Streuung bei.

Für niedrige Versetzungdichten giltRcut = 1/
√
πndisl > Rmax

cut . Der zylindrische Be-
reich, der jeder Versetzung zugeordnet ist, umschließt denwirksamen Zylinder; ihre An-
zahl ist streng proportional zur Versetzungsdichte. Bei höheren Versetzungsdichten gilt
Rcut < Rmax

cut , die Versetzungen können ihre Streuwirkung nicht mehr vollentfalten, die

Übergangswahrscheinlichkeiten〈n′~k ′|△V|n~k〉 nehmen ab, und der resultierende Wider-
stand wird geringer (siehe Tabelle 5.1). Für solche Versetzungsdichten sind auch Wech-
selwirkungen zwischen den Versetzungen zu erwarten.
Auf die Tatsache, daß das Fernfeld einer Versetzung für die Streuwirkung unwesentlich
ist, hat auchWatts[29] hingewiesen. Die Diplomarbeiten vonHäberlen[16] undSchind-
ler [25] konnten diesen Sachverhalt ebenfalls reproduzieren.

1 Die berechneten Werte dieser Komponenten sind um 13 Größenordnungen kleiner als die Diagonal-
komponenten, also≈ 0 im Rahmen der Rechengenauigkeit.
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5.1 Zur Behandlung der Transportgleichung

Da die Proportionalität bei etwandisl = 1013/cm2 endet, ergibt sichRmax
cut ≈ 18Å, was

ungefähr fünf Gitterkonstanten entspricht.
Die Streuung würde also hauptsächlich in einem Zylinder miteinem Radius von fünf Git-
terkonstanten um die Versetzungslinie erfolgen.
Dieser Wert fürRmax

cut ist jedoch deutlich zu niedrig, da in so geringem Abstand vonder
Versetzunglinie die Verzerrung zu stark ist, um mit den getroffenen, linearen Näherungen
behandelt zu werden. Die Annahme, der Versetzungskern dürfe vernachlässigt werden,
wäre unhaltbar.
Auch die extrem geringen Abweichungen2 von der Linearität zwischen 107 und 1012 Ver-
setzungen pro cm2 sind ungewöhnlich und stehen im Widerspruch zuHäberlen[16] und
Schindler[25].

Dieses Verhalten liegt an den Gittersummenσxx(~q, ν) bzw.σxz(~q, ν) aus (4.62), wie im
folgenden gezeigt wird.

Für alle Richtungen~qo haben die Gittersummen für|~q|≈0 qualitativ das gleiche Verhalten.
Ausgehend vonσ(~q = 0) = 0 steigt ihr Wert etwa linear mit|~q| zu einem Extremum an,
das bei|~qmax| ∼

√
ndisl liegt und dessen Höheσ(~qmax) proportional zu 1/

√
ndisl ist. Nach

dem Maximum fallen die Gittersummen etwa wie 1/|~q|2 ab.
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Abbildung 5.1 Charakteristischer Verlauf vonσ(~q) gegen|~q| in der Umgebung von~q = 0 .

Fürσxx(~q, ν) und σxz(~q, ν) ν = 0, 1 erhält man das gleiche Verhalten :

ein ausgeprägtes Extremum der Höheσ(~qmax) ∼ 1/
√

ndisl bei |~qmax| ∼
√

ndisl .

2 erst in der 7. Dezimalstelle
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Das Auftreten des Extremums verursacht Probleme, wenn die Übergangswahrscheinlich-
keiten und damit die Gittersummen auf einem diskreten~ki-Raster ausgewertet werden.

Für~kj =
~ki erhält man~q = ~k − ~k ′ = ~ki − ~kj = 0, was zuσ(~q = 0) = 0 führt. Da das Netz

eine gewisse Maschenweite hat, liegen die Punkte~kj ,
~ki in einem nicht verschwinden-

den Abstand von~ki, so daß die unmittelbare Umgebung von~q = 0 nicht abgetastet wird.
Man kann einqmin := min i, j |~ki −~kj | > 0 definieren, welches darüber entscheidet, ob das
~ki-Raster fein genug für eine bestimmte Versetzungdichte ist.
Für qmin ≪ qmax wird der Verlauf des Extremums von den~ki-Punkten gut erfaßt, für
qmin > qmax liegt der Peak gänzlich innerhalb der ersten Masche, wird dadurch über-
sehen und durchσ(~q = 0) = 0 ersetzt. Da die Lage des Peaks mit sinkender Verset-
zungsdichte immer näher an~q = 0 heranrückt, gibt es für jedes~ki-Raster eine minimale
Versetzungsdichte unterhalb derer die Maschenweite zu grob wird, um die Gittersummen
korrekt wiederzugeben.

Die Rechenergebnisse deuten darauf hin, daß diese Grenze schon beindisl = 1012/cm2

erreicht ist. Bei niedrigeren Versetzungsdichten werden die Peaks gänzlich ignoriert.

Häberlen[16] undSchindler[25] benutzten das Variationverfahren vonEnskogundKoh-
ler [20] zur Lösung der Transportgleichung. Der damit verbundene Rechenaufwand ist et-
wa 500-mal größer3 als bei der diskreten Lösung der Transportgleichung nach Abschnitt
3.2 bzw. 4.6, dafür können jedoch die Peaks der Gittersummenrelativ einfach analytisch
approximiert werden.
Eine entsprechende Behandlung der Gittersummen im hier verwendeten Verfahren wäre
sehr aufwendig; z.B. müßte man auf der Fermifläche ein Stützstellenraster einführen, das
von der Versetzungsdichte abhängt.

Während sich, durch das Abschneiden der Peaks, bei den hier durchgeführten Rechnun-
gen die Widerstands- und Leitfähigkeitswerte zwischenndisl = 107/cm2 und ndisl =

1012/cm2 nicht mehr ändern, variieren sie beiHäberlen [16] und Schindler[25] noch
um etwa 25%. Dadurch gibtHäberlendie Versetzungsdichte, unterhalb der keine Ab-
weichung von der Proportionalität auftritt, nicht mitndisl = 1013/cm2, sondern mit
ndisl = 1011/cm2 an, was zu einem wirksamen Zylinderradius vonRmax

cut ≈ 45 Gitter-
konstanten führt. Dieser Wert ist realistischer und läßt eine Vernachlässigung des Verset-
zungskerns zu.

3 ohne analytische Approximation der Peaks der Gittersummen
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5.2 Vergleich mit dem Experiment

In den experimentellen Arbeiten wird i.a. nicht zwischen Schrauben- und Stufenverset-
zungen unterschieden. Um den Anteil des elektrischen Restwiderstands zu bestimmen,
der von Versetzungen verursacht wird, untersucht man die Änderung des Widerstands,
wenn sich durch Kaltverformung oder bei der Erholung nach Kaltverformung die Verset-
zungsdichte ändert. Man erhält dadurch einen Wert für die Ableitung ∂ρ̄/∂ndisl, die im
Proportionalitätsbereich annähernd konstant ist.
Die wesentliche Quelle von Ungenauigkeiten bei diesem Verfahren ist die Bestimmung
der Versetzungdichten [3].
Während für die Berechnung von einer Temperatur von 0 K ausgegangen wurde, fanden
die Messungen in der Regel bei 4.2 K statt. Die Widerstandsänderung aufgrund dieser
Temperaturdifferenz ist jedoch unwesentlich.

ndisl ρ̄ in 10−19
Ω cm3 Quelle

109 . . .1010/cm2 1.3± 0.1 Rider, Foxon [24]

2 . . .4 · 107/cm2 3.0± 1.5 Basinski, Dugdale [3]

3.69 · 108/cm2 5.88 Yoshinaga4 [30]

Tabelle 5.2: Überblick über einige experimentelle Werte
für den spezifischen, versetzungsbezogenen Widerstand

Die Mehrheit der Messungen ergeben für den versetzungsbezogenen, mittleren Wider-
stand einen Wert von ¯ρ = 1 . . .2 ·10−19

Ω cm3, bzw. für die versetzungsbezogene, mittlere
Leitfähigkeitσ̄ = 5 . . .10 · 1018

Ω
−1 cm−3 .

Obwohl eine Versetzung ein stark anisotroper Gitterfehlerist, wurde in der Regelα ≤ 2
gefunden [3, 28], falls das Experiment eine Bestimmung der Anisotopieα der Tensoren
erlaubte.

Es bestehen also beträchtliche Abweichung zwischen den in dieser Arbeit berechneten
Werten und den experimentell gefundenen.

Die hier festgestellte, unendlich hohe Anisotropieα (siehe (4.100)) wurde auch von ande-
ren theoretischen Berechnungen gefunden [28]. Andererseits ist es experimentell schwie-
rig, eine Probe mit gesichert anisotroper Verteilung der Versetzungen zu erzeugen.

4 keine Angabe von Fehlergrenzen

64



Die deutliche Abweichung der berechneten Widerstands- undLeitfähigkeitswerte von den
experimentell gefundenen (vgl. Tabellen 5.1 und 5.2), kannzum Teil auf der fehlenden
experimentellen Trennung von Schrauben- und Stufenversetzungen beruhen.

Ein sicherer Grund für eine Überschätzung des Widerstands in den vorliegenden Berech-
nungen ist die Vernachlässigung der Peaks der Gittersummen.
Kleine Werte des Vektors~q = ~k−~k ′ entsprechen der Vorwärtsstreuung der Elektronen; ih-
re Ausbreitungsrichtung im Kristall ändert sich nicht wesentlich. Da die Gittersummen für
diese~q-Werte einen Peak aufweisen, treten solche Übergänge mit größerer Wahrschein-
lichkeit ein.

Wenn diese Peaks vom~ki-Gitter nicht erfaßt werden, und nur der Fall~q = 0 ausgewertet
wird, der wegenσ(~q = 0) = 0 mit der Wahrscheinlichkeit Null eintritt, wird die Möglich-
keit der Vorwärtsstreuung in der Transportgleichung unterschlagen.
Da deswegen nur größere Werte von~q = ~k − ~k ′ wahrscheinlich sind, wird die Streuwir-
kung der Schraubenversetzung und damit auch deren spezifischer Widerstand überschätzt.

Die Vernachlässigung nicht-sphärischer Anteile des effektiven Ein-Teilchen-Potentials im
Inneren der APW-Kugel, die dazu führt, daß der Innenraum zurStreuung nicht beiträgt
(siehe Abschnitt 4.2), dürfte eher zu einer Unterschätzungder Übergangswahrscheinlich-
keiten führen, wodurch bei Berücksichtigung nicht-sphärischer Anteile ein höherer Wi-
derstand zu erwarten ist.
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6 Zusammenfassung

Obwohl die Berechnung des spezifischen Widerstands von Schraubenversetzungen zu
keiner guten Übereinstimmung mit dem Experiment führte, gelang es in dieser Arbeit,
einige neue Erkenntnisse über die Streuung von Blochelektronen an Schraubenversetzun-
gen zu gewinnen.

Während in früheren Arbeiten [16, 25] das Deformationspotential aus effektiven Ein-
Teilchen-Potentialen zu Verzerrungsstärken vonǫ = O(10−2) berechnet wurde, konnte
gezeigt werden, daß Ein-Teilchen-Potentiale mit Verzerrungen vonǫ = O(10−4) genauere
Werte für das Deformationspotential liefern, ohne daß Stellenschwund eintritt. Zudem
sind diese schwach verzerrten Potentiale schneller selbstkonsistent zu bestimmen, da man
durch Interpolation vorhandener Potentiale bereits gute Startdaten erhält.

Der Anzahl ebener Wellen im Ansatz der MAPW-Wellenfunktionen konnte entscheiden-
de Bedeutung bei der Bestimmung des Deformationspotentials zugeschrieben werden. Es
wurde gezeigt, daß es unerläßlich ist, diese Anzahl bei allen zu vergleichenden Potentia-
len konstant zu halten.
Andernfalls würde die Änderung des Ansatzraums die selbstkonsistenten Potentiale
so sehr beeinflussen, daß die Bestimmung des Deformationspotentials als Ableitung
∂V(ǫ,~r)/∂ǫ nach der Verzerrung jede Genauigkeit eingebüßt hätte.

Unter diesem Gesichtspunkt ist das vonSchindler[25] verwendete Deformationspoten-
tial höchst fragwürdig, da er zu dessen Bestimmung von Potentialen mit einem Prozent
Verzerrung ausging und die Zahl ebener Wellen nicht beachtete.

Es ist anzunehmen, daß Potentialänderungen aufgrund unterschiedlicher Ansatzräume
klein gegenüber den Potentialänderungen aufgrund einer Dilatation des Kristalls sind.
Das vonHäberlen[16] durch Vergleich verschieden dilatierter Kristalle gewonnene De-
formationspotential dürfte daher im wesentlichen korrektsein.

Die diskretisierte Lösungsmethode für die Transportgleichung, die anstelle des herkömm-
lichen Variationsverfahrens vonEnskogundKohler [20] verwendet wurde, zeigte neben
einer übersichtlicheren Argumentation einen deutlichen Geschwindigkeitsvorteil gegen-
über dem Variationsverfahren.
Auch gelang es, mit der Fredholmschen Alternative die Divergenz gewisser Komponen-
ten des Leitfähigkeitstensors exakt zu begründen, so daß dieses Verfahren als vielverspre-
chend zu bezeichnen ist.

Das kritische Verhalten der Gittersummen für~q ≈ 0 konnte leider nicht berücksichtigt
werden, was zu den überhöhten Widerstandswerten führte.
Es sollte aber in Zukunft möglich sein, diesen Mangel zu beheben.
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Die Parametrisierung der Fermifläche in Schnitten senkrecht zur Versetzungslinie macht
besonders deutlich, daß nur ein geringer Teil der Elektronen an Umklapp-Prozessen be-
teiligt ist.
Für die meisten Zustände ändert sich bei einer Streuung die Komponente~k‖ des Quasiim-
pulses in Richtung der Versetzungslinie nicht. Die diskretisierte Lösungsmethode für die
Transportgleichung zeigt, daß dies zu unendlicher Leitfähigkeit in Versetzungsrichtung
führt – trotz der vorhandenen Umklapp-Prozesse.
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Anhang
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A Wahl der APW-Radien

Geht man von einer unverzerrten Wigner-Seitz-Zelle mit einer APW-Kugel maximaler
Größe aus und unterwirft das Gebilde einer rhomboedrischenoder tetragonalen Verzer-
rung, so geht die APW-Kugel in ein Ellipsoid über, welches genau in die deformierte
Zelle hineinpaßt.

Symbolische Darstellung der Deformation
einer Elementarzelle mit APW-Kugel :
1. Fall :
Die APW-Kugel wird zum Ellipsoid verzerrt.

Ein Ellipsoid ist aber, im Gegensatz zu einer Kugel, zur Trennung von Außen- und In-
nenraum ungeeignet, da seine Verwendung alle Berechnungendeutlich verkomplizieren
würde.
Andererseits kann man die alte APW-Kugel nicht beibehalten, da sie in die deformierte
Elementarzelle nicht mehr hineinpaßt.

2. Fall :
Die unverzerrte APW-Kugel ist zu groß.

Eine Möglichkeit das Problem zu lösen besteht darin, in die verformte Zelle eine Kugel
maximaler Größe einzupassen, was zu einemǫ-abhängigen APW-Radius führt.

3. Fall :
Der APW-Radius hängt vonǫ ab.

Unterschiedlich große APW-Kugeln bei konstantem Zellenvolumen verschieben aber die
Anteile von Innen- und Außenraum. Da es bei der Berechnung des modifizierten Defor-
mationspotentials als Ableitung des Außenraumpotentialsauf die kleinen Potentialverän-
derungen durch die Verzerrung ankommt, würden dadurch die selbstkonsistenten Poten-
tiale verfälscht.
Um dies zu vermeiden, wurde die kleinste auftretende APW-Kugel – also jene, die zur
stärksten Verzerrung gehört – auch für alle anderen Verzerrungsstärken übernommen.

4. Fall :
Der kleinste APW-Radius wird beibehalten.

Für schwächere Verzerrungen berührt sie dann zwar nicht mehr die Wände der Wigner-
Seitz-Zelle; dies wurde aber auch nirgendwo gefordert.
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B Herleitung des Außenraumpotentials

Nachdem im normalen MAPW-Selbstkonsistenz-Zyklus eine Ortsraum-Darstellung des
Außenraumpotentials nicht benötigt wird, da man die Fourierkoeffizienten direkt berech-
net, sei hier noch eine kurze Herleitung der Formel (4.7) gegeben, wie sie z.B. auch bei
BrossundEder[9] zu finden ist.

Ausgangspunkt für die Potentialberechnung ist die Ladungsdichteρ tot(~r) der Elektronen,
die man aus den Blochzuständen mittels

ρ tot(~r) := 2
∑

n~k

ψ∗
n~k

(~r)ψn~k(~r) (B.1)

erhält, wobei die Summe nur über die besetzten Zustände geht(En~k ≤ EF) , und der Faktor
2 die Spin-Entartung berücksichtigt.

Im Außenraum II existiert von den Wellenfunktionenψn~k(~r) nach (4.1) nur der Anteil der
ebenen Wellen, womit sich die Dichte zu

ρPW(~r) =

∑

~K

ei ~K·~r 2
∑

n~k, ~K ′

v∗(n~k, ~K ′) v(n~k, ~K + ~K ′)

= :
∑

~K

ei ~K·~r ρPW(~K)
(B.2)

ergibt. Im Innenraum kommt zuρPW(~r) noch der Anteilρrad(r) von χn~k(~r) hinzu. Dieser
ist radialsymmetrisch, so daßρrad(r) , zusammen mit dem punktförmigen Atomkern, von
außen gesehen wie eine einzige Punktladung wirkt.

Die Stärke dieser Punktladung ergibt sich aus der Ladungsneutralität der Wigner-Seitz-
Zelle. Man erhält

−QPW − Qrad
!
= QKern ,

e
∫

WSZ

ρPW(~r)d3r − Qrad = e ZKern ,
(B.3)

QPunkt := QKern + Qrad = e
∫

WSZ

ρPW(~r)d3r

⇒ QPunkt = e
∑

~K

ρPW(~K)
∫

WSZ

ei ~K·~r d3r = e VC ρPW(~K = 0) .
(B.4)

Der FourierkoeffizientρPW(~K = 0) ist der Mittelwert der Ladungsdichte der ebenen Wel-
len und wird im folgenden mitρ0 abgekürzt.
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Das elektrostatische Potential dieser Ladungen läßt sich im Außenraum in zwei Anteile
zerlegen, deren Quellen jeweils ladungsneutral sind :

• VC(~r) : das Potential der ebenen Wellen ohne den Term zuρPW(~K = 0) ,

• VE(~r) : das Potential des Gitters der Punktladungen zusammen mitdem
kompensierenden Ladungshintergrund des TermsρPW(~K = 0) .

Aus der Poissongleichung
△V(~r) = −4π e2 ρ(~r) (B.5)

folgt mit (B.2) für den ersten Potentialanteil

VC(~r) = 4π e2
∑

~K,0

ρPW(~K)
~K2

ei ~K·~r . (B.6)

Die allgemeine Formel

V(~r) = e2

∫

�3

ρ(~r ′)
|~r − ~r ′| d

3r ′ (B.7)

ergibt mit (B.4) für den zweiten Potentialanteil

VE(~r) = e2 ρ0

∫

�3

d3r ′

|~r − ~r ′| − e2 VC ρ0

∑

~R

1

|~r − ~R|

= e2 VC ρ0





















1
VC

∫

�3

d3r ′

|~r − ~r ′| −
∑

~R

1

|~r − ~R|





















.

(B.8)

Mit der Identität
∑

~R

δ(~r − ~R) =
1

VC

∑

~K

ei ~K·~r (B.9)

findet man




















1
VC

∫

�3

d3r ′

|~r − ~r ′| −
∑

~R

1

|~r − ~R|





















=
1

VC

∫

�3

d3r ′

|~r − ~r ′| −
∫

�3

1
|~r − ~r ′|

∑

~R

δ(~r ′ − ~R) d3r ′

=
1

VC

∫

�3

d3r ′

|~r − ~r ′| −
1

VC

∑

~K

∫

�3

ei ~K·~r ′

|~r − ~r ′| d
3r ′

= − 1
VC

∑

~K,0

∫

�3

ei ~K·~r ′

|~r − ~r ′| d
3r ′ .

(B.10)
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Um die Darstellung (4.7) zu erhalten, bleibt zu zeigen, daß

− 1
VC

∑

~K,0

∫

�3

ei ~K·~r ′

|~r − ~r ′| d
3r ′ = −4π

VC

∑

~K,0

ei ~K·~r

~K2
∀ ~r ∈ �3 (B.11)

erfüllt ist.

Die letzte Summe ist nicht absolut konvergent, weswegen wireinen konvergenzerzeugen-
den Faktore−~K

2η mit η > 0 einführen und dessen Grenzwert limη → 0 betrachten, der
gerade die ursprüngliche Summe ergibt. Mit diesem Faktor läßt sich ein Potential

Vη(~r) := e2 VC ρ0



















−4π
VC

∑

~K,0

ei ~K·~r

~K2
e−

~K2η



















(B.12)

definieren, dessen zugehörige Ladungsdichteρη(~r) man aus der Poissongleichung (B.5)
zu

ρη(~r) = −ρ0

∑

~K,0

ei ~K·~r e−
~K2η (B.13)

bestimmt. Berechnet man aber mit (B.7) das PotentialV̂η dieser Ladungsdichte, ergibt
sich

V̂η(~r) = −e2 ρ0

∑

~K,0

e−
~K2η

∫

�3

ei ~K·~r ′

|~r − ~r ′| d
3r ′ (B.14)

und daraus im Grenzwert

lim
η→0

V̂η(~r) = : V̂0(~r) = e2 VC ρ0





















− 1
VC

∑

~K,0

∫

�3

ei ~K·~r ′

|~r − ~r ′| d
3r ′





















. (B.15)

Mit der Darstellung (B.10) von [. . .] gilt somit VE(~r) ≡ V̂0(~r), also

VE(~r) = −4π e2 ρ0

∑

~K,0

ei ~K·~r

~K2
. (B.16)

VE(~r) ist gerade das Ewaldpotential, das in Formel (4.7) eingeht.

Zusätzlich zu den Austausch- und Korrelationseffekten ist im verzerrten Fall auch noch
die Verzerrungsabhängigkeit der Fermienergie zu berücksichtigen. Damit erhält man aus
(B.6) und (B.16) die Gleichung (4.8)

VII (ǫ,~r) = 4πe2
∑

~Kǫ,0

ρPW(ǫ, ~Kǫ )
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r − 4πe2 ρ0(ǫ)
∑

~Kǫ,0

1
~K2
ǫ

ei ~Kǫ ·~r +

µxc





















∑

~Kǫ

ρPW(ǫ, ~Kǫ ) ei ~Kǫ ·~r





















− EF(ǫ) . (B.17)
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C Fermischnitte

C.1 Lage der Schnitte in der 1. Brillouin-Zone

Abb C.1 : 1. Brillouin-Zone eines fcc-Kristalls mit drei exemplarischen Schnitten senkrecht zur Verset-

zungsrichtung (K-Richtung, strichpunktiert).

Man beachte die verschiedenen Formen der Schnittflächen (Sechseck, Achteck, Recht-
eck) für unterschiedliche Scharparameter~k · ~b der Ebene.
Innerhalb jeder Schnittebene gibt es zwei Spiegelsymmetrien (gestrichelt).
Die Achsenx, y, z gehören zu dem versetzungsbezogenen, kartesischen Koordinatensy-
stem aus (4.97).
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C.2 Auswahl und Berechnung der Schnitte

Die Schnittebenen lassen sich durch den Scharparameter~k · ~b beschreiben.

Da ~kmax · ~b ≈ 1.033π gilt (siehe Abschnitt 4.5.1), wurde als größter Scharparameter
~k · ~b = π gewählt. Wegen~q · ~b ∈ 2π� kann von dieser Ebene aus Streuung in sich selbst
und in die Ebene~k ′·~b = −π erfolgen. Letztere geht aus~k ·~b = π durch Inversion hervor.

Da die Fermifläche und die Blochzustände auf ihr für den unverzerrten Fall berechnet
wurden (Störungsrechnung 1. Ordnung), haben sie die volle kubische Symmetrie. Jeweils
vier der 48 zueinander symmetrischen~k-Punkte liegen in derselben Ebene. Sie gehen aus-
einander durch Spiegelung an den in Anhang C.1 eingezeichneten Achsen hervor. Man
kann die Berechnung des Schnittverlaufs daher auf den ersten Quadranten jeder Ebene be-
schränken. Zudem kann man die Inversion ausnützen und nur Ebenen mit Scharparameter
~k · ~b ≥ 0 betrachten.

Zur numerischen Lösung der Transportgleichung erwies sicheine Aufteilung des Be-
reichs~k · ~b = 0 . . . π in 13 Schnittebenen{~k · ~b = 0

12π . . .
12
12π } als ausreichend.

Bei dieser Aufteilung können Umklapp-Prozesse (d.h.~q ·~b , 0) nur in der äußersten (13.)
Schnittebene auftreten, denn für~k in der 12. Ebene würden mit

~k · ~b− ~k ′ · ~b = 11
12
π − ~k ′ · ~b !

= 2π ⇒ ~k ′ · ~b = −13
12
π < −1.033π (C.1)

die Zustände~k ′ schon außerhalb der Fermifläche liegen.

Die iterative Bestimmung der Punkte auf der Fermifläche sei noch kurz erläutert.

In den Zylinderkoordinaten, die in Abschnitt 4.6.2 eingeführt wurden, beschreiben die
in Abschnitt 4.6.1 angegebenen Schnitte eine Parametrisierung der Fermifläche alsρ =
ρ(ẑ, ϕ).
Die Schnittebenen sind darin durch ˆz = const. ausgezeichnet.

Auf einer bestimmten Schnittebene sei~kalt im ersten Quadranten zum Winkelϕ ∈ [0; π2]
ein Punkt in der Nähe der Fermifläche.
Zu ~kalt berechnet man mit Hilfe des MAPW-Verfahrens die EnergieE~kalt

und den Ener-

giegradienten ~grad~kE~kalt
für das Bandn, welches der Fermi-Energie am nächsten ist.

Daraus gewinnt man mittels

~kneu := ~kalt + ~n
o
ϕ · △k mit △k :=

EF − E~kalt

~grad~k E~kalt
· ~no

ϕ

(C.2)
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eine verbesserte Approximation der Fermifläche in der gesuchten Richtung.~no
ϕ ist da-

bei der Einheitsvektor vom Mittelpunkt der Schnittebene inRichtung des vorgegebenen
Winkelsϕ. Dies garantiert, daß~kneuund~kalt auf derselben Schnittebene liegen.

Dieser~kneu-Vektor geht nun wieder in die Iteration ein, und man gelangtschon nach
wenigen Iterationsschritten mit hoher Genauigkeit auf dieFermifläche.

In den Zylinderkoordinaten betrachtet, wird zu vorgegebenem ẑ undϕ der Radiusρ(ẑ, ϕ)
iterativ bestimmt.
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D Behandlung der Transportgleichung als lineares
Gleichungssystem

Ausgehend von (3.32) kann man die diskretisierte Transportgleichung auch als drei linea-
re Gleichungssysteme

ψ
κ
− Vψ

κ
= V′ψ

κ
= Rκ mit V′ := 1 − V κ = 1, 2, 3 (D.1)

auffassen. Dies entspricht dem eigentlichen Nyströmschen Verfahren [2].
Die Unterscheidung der drei~E-Richtungenκ = 1, 2, 3 soll einstweilen entfallen.

Die Eigenschaft vonV , in NZ einzelne Blöcke zu zerfallen (siehe Abschnitt 4.6), über-
trägt sich auch aufV′. Damit kann man das lineare Gleichungssystem (D.1) inNZ lineare
Gleichungssysteme

V′αα ψα = Rα α = 1, . . . ,NZ (D.2)

mit entsprechend niedrigerer Dimension zerlegen. Die Lösungψ der Transportgleichung
(D.1) ist dann über dieψα aus (D.2) abschnittsweise definiert.

Der Versuch, diese Gleichungssysteme numerisch zu lösen, scheitert zuerst an der Singu-
larität der MatrizenV′αα , da jede einen Rangdefekt von 1 aufweist.
Die Lösungenψα von (D.2) sind nicht eindeutig, sondern mit den Lösungenφα

0
der ho-

mogenen Gleichungssysteme

V′αα φα
0
= 0 α = 1, . . . ,NZ (D.3)

ist der ganze eindimensionale, affine Unterraum
{

ψα | ψα = ψα
0
+ µ · φα

0
, µ ∈ �

}

(D.4)

Lösungsraum von (D.2).

Für den Leitfähigkeitstensor erhält man mit demN-dimensionalen Skalarprodukta • b
aus (3.33)

σi j ∼ ψ
j
•Ri . (D.5)

Wenn die Addition der homogenen Lösungφ
0

zur inhomogenen Lösungψ
j

den Wert

einer Komponente des Leitfähigkeitstensors ändert, so divergiert diese Komponente, da
durch Addition eines beliebigen Vielfachen vonφ

0
zu ψ

j
die Komponente jede Grenze

übersteigen kann.
Wegen

φ
0
•R1 = φ

0
• R2 = 0 und φ

0
• R3 , 0 (D.6)
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haben nur die Tensorkomponentenσi j endliche Werte, für diei, j , 3 gilt, also
σ11, σ12, σ21 undσ22, bzw.σxx, σxy, σyx undσyy.

Um diese Komponenten berechnen zu können, ist der Rangdefekt der MatrizenV′αα zu
beheben.
Dazu kann man z.B. die Forderung

ψα • φα
0

!
= 0 (D.7)

stellen, die aus dem Unterraum (D.4) ein eindeutiges Element ψα
0

herausgreift. Mit dieser
zusätzlichen Bedingung läßt sich die singuläreN × N-Matrix V′αα zu einer regulären
(N−1) × (N−1)-Matrix V′′αα reduzieren, mit der das Gleichungssystem (D.2) gelöst
werden kann.
Da ein homogener Lösungsanteil keinen Einfluß auf die betrachteten Tensorkomponenten
hat, genügt die so gewonnene Lösungψα

0
zur Festlegung des Leitfähigkeitstensors.

Zur Bestimmung der homogenen Lösungφα
0

formt man (D.3) zu

V′αα φα
0
= ( 1 − Vαα ) φα

0
= 0

⇒ φα
0
= 1 · Vαα φα

0

(D.8)

um und erhältφα
0

als Eigenvektor der MatrixVαα zum Eigenwertλ = 1 , d.h.

φα
0
≡ ϕα

1
mit ϕα

λ
aus (4.96). (D.9)

Dies stellt die Verbindung zu dem Verfahren her, das in den Abschnitten 3.2 und 4.6 be-
schrieben wurde.
Die Fredholmsche Alternative besagt nämlich, daß die Transportgleichung, da es Eigen-
vektorenϕ

1
zum Eigenwertλ = 1 gibt, nur für solche InhomogenitätenRκ lösbar ist, die

dazu orthogonal sind, d.h.

ϕ
1
• Rκ

!
= 0 , (D.10)

und führt damit genau auf die Gleichung (D.6).

Da zu Lösung von (D.3) die Eigenvektoren vonVαα zu bestimmen sind, bietet hier das
Nyströmsche Verfahren keinen Rechenzeitvorteil gegenüber dem Weg, der in Abschnitt
3.2 und 4.6 beschritten wurde. Die Fredholmsche Alternative als Kriterium für die Lös-
barkeit der Transportgleichung erscheint jedoch eleganter und klarer als die Behandlung
der Singularitäten der MatrizenV′αα.

Beide Verfahren reduzieren den Rechenaufwand gegenüber dem Variationsverfahren von
EnskogundKohler [20] um mindestens zwei Größenordnungen, bei einer potentiell hö-
heren Genauigkeit, falls es gelingt, das in Abschnitt 5.1 besprochene Verhalten der Git-
tersummen auch hier zu berücksichtigen.
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